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I 

'de la O^n^trto tieMrlptlTe.— Prspri^Ms retotlvM avx 



1 . La Giomitrie descriptive a pour objet special de ri- 
o soudre; par des .constructions effectu^es sur un plan, tous 
les problfemes qui sa^rapportent aux trois dimensions de 
r^tendue. 

Les difficult^s insurmontables qu'on rencontre k chaque 
instant lorsqu*on veut, par les proc^d^s de la G^om^trie 
^l^mentaire, repr^senter dans Tespace les donn^es d'un 
probl^me, et exicuter les constructions n^cessaires ti sa 
solution, suffisent pour faire comprendre toute Tiniportance 
de cette branche des math^matiques. 

Supposons , par exemple , qu'on veuille determiner la 
distance d'un point donn6 k un plan donn^. On sait que 
cette distance se mesure par la perpendiculaire abaiss^e 
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du point sur le plan : mais comment fixer la direction de 
cette perpendiculaire? comment determiner le point ou elle 
rencontre le plan? Les procedes graphiques ordinaires de- 
venant tout k fait impuissants, on est oblig6 d' avoir recours 
k des m^thodes particuliires , dont Tensemble constitue la 
G^om^trie descriptive. 

3. De toutes les m^thodes employees pour r^duire les 
constructions qui devraient fitre eflfectu^es dans Tespace, k 
des constructions faites sur un plan unique , la plus simple 
est la Miihode des projections. 

Nous allons faire connaitre en quoi elle consiste. 

3. On appelle projection d'un point sur un plan, le pied 
de la perpendiculaire abaiss^e de ce point sur le plan. 

Fig. 1. Ainsi, concevez que du point A, ou abaisse sur le plan 
MN, la perpendiculaire AP ; le pied P de cette perpendi- 
culaire sera la projection du point A sur le plan MN, qu'on 
nomme plan de projection. II est clair que le point P est 
la projection commune de tous les points de la droite in- 
d^finie AP. 

4. La projection ^une ligne est le lieu g^om^trique des 
projections de tous les points de cette ligne. 

Fig. 2. Ainsi, la ligne PQR, qui passe par les projections des 
diffi^rents points de la ligne ABC sur le plan MN, est la 
projection de ABC sur le plan MN. Les perpendiculaires 
AP, BQ, CR... etant parallMes entre elles, leur ensemble 
constitue une surface cylindrique, que Ton ddsigne ordinal- 
rement sous la denomination de cylindre projetant. 

On pent consid^rer la projection PQR comme Tinter- 
section de ce cylindre par le plan MN ; et il est Evident que 
toute courbe A'B'C trac^e sur la surface de ce cylindre, 
a pour projection, sur le plan MN^ U m^me ligne PQR« 



5« Quand la coivbe ABC est plane « et que ion plto 

est peq)endiculaire au plan de projection MN , le cylindre 
projetaot n'est autre chose que le plan m£me de la courbe ; 
car les perpendleulaires qui d^terminent les projections 
des points de cette courbe sont toutes renfermdes dans ce 
plan. Alors la projection de la courbe se r^duit k une 
droite. 

n est clair que si la courbe est dans un plan parall^le 
an plan de projection , elle se projette suivant une courbe 
qui lui est ^gale. 

6. Lorsque la ligne a projeter est une droite ABG » les Fig. 3. 
perpendleulaires AP, BQ, GR, etc., abaiss^es de ses dif- 
titentB points sur le plan de projection MN» sont dans un 
intoe plan perpendiculaire au plan MN ; les pieds P, Q, 
R, etc.y de ees perpendleulaires sont done en ligne droite; 
et par consequent la projection iunc droUe est une ligne 
droite. 

Off deux points d^terminent une droite. Cons^qaaimntiity 
pour projeter la droite ABG sur le plan MN, il safiSt de 
mener, par deux points A et B de cette droite » des pe^ 
pendiculaires AP et BQ au plan MN, et de joindre^ par mt 
droite PQ , les pieds de ces perpendleulaires : PQ eel la 
projection demand^e. 

Remarqaons encore que, peur obtenir la projection de 
la droite ABG , on pent mener par cette droite un plan pe^ 
pendiculaire k MN ; Fintersection de ee plan projetant avec 
le plan MN est la projection de ABG. 

7. Lorsqu'une droite est perpendiculaire k un plan, la 
projection de cette droite est le point oik eUe lencontre le 
plan : car les perpendleulaires abaiss^ its .di£KrMKs 
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points de la droite sur le plan se confoDdent avec cette 
droite. 

8. II suit de Ik que : 1^ tons les points d!une droite 
perpendiculaire i un plan ont la meme projection sur ce 
plan (3) ; 2^ la position d'un point n'est pas ditermixUe par 
la projection de ce point sur un seul plan. 

Nous alloDs voir mainteuant que la position d'un point 
est, au contraire, par/ait^m^t diterwiniey A Vonconnatt 
les projections de ce point sur deux plans qui se coupent. 
Mais d'abord, cherchons quelle est la relation qui existe 
entre ces deux projections. 

9. Les perpendiculaires abaiss^ des deux projections 
£un pointy sur V intersection des deux plans de projection^ 
rencontrent cette intersection en un mime point. 

Pour d^montrer cette proposition fondamentale , con- 
FiG. 5o cevons deux plans xy% et xyt qui se coupent suivant la 
droite xy; si, d'un point A situ6 hors de ces plans, on 
leur mtoe des perpendiculaires AP, AF; le plan PAP\ 
conduit par ces droites, sera perpendiculaire aux deux 
plans de projection ; par suite , il sera perpendiculaire h 
rintersection xy ; done cette droite xy sera perpendicu- 
laire aux intersections PK,P'K du plan PAP' avec les 
plans de projection. Les perpendiculaires menses sur I'in- 
tersection xy par les projections P et F du point A, pas- 
sent done par un m^me point K de cette intersection. Le 
priucipe 6aoncA est done d^montr^. 

10. Lorsque detix points situis dans deux plans qui se 
coupent , sont tels que les perpendiculaires abaissSes de ces 
points sur Vvntersection des deux plans de prelection ^ ren- 
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amtrent cette irUersectian en un mime paini ^ ees .deux 
points aant les projeetums d*un mime pemt de Vespace , 
lequel est entidrement d^termini. 

En effet , les droites PK, FK ^tant perpendiculaires k Fig. 5. 
Fintersection xy en un m£me point K, le plan PKF de ces 
deux droites est perpendiculaire k xy ; done il est perpen- 
diculaire k chacun des plans xyz, xyt; les droites PA et 
P'A, menses par les points P et F perpendiculairement 
aux plans xyz^ xyt, sont done situ6es dans le plan PKP'; 
et comme elles sont perpendiculaires k deux droites PK, 
PK qui se coupent , ces perpendiculaires se coupent eUes- 
mfimes en un point A qui a pour projections les points P 
et F : ce qui d^montre la proposition. 

11. D'apr^s les deux principes pr^c^dents, pour que 
deux points situfy dans deux plans qui se coupent y soient 
Us projections d*un mime point de Vespace^ il faut et il 
suffit que les perpendiculaires abaissies de ces points sur 
r intersection des deux plans de projection rencontrent cette 
intersection en un mime point. 

12. Une droite est giniralement diterminie^ quand on 
eonnait ses prcjections sur deux plans qui s.e coupent. 

Menons par chaque projection un plan perpendiculaire au 
plan de projection correspondant : la droite devra se trou- 
yer dans chacun des plans ainsi conduits ; elle sera done 
I'intersection de ees deux plans. 

Par exemple , si aft, dV sont les projections d'une droite y\q. 6. 
inconnue, les plans aftBA, cCV^k men^s par ces projec- 
tions, et perpendiculaires respectivement aux plans xy%, 
sytf contiendront la droite cherch6e ; cette droite sera done 
rintersection AB des deux plans. 
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18. Deux droiteg prises arbitrairement dan« les plans 
de projection ne peuveat £tre consid^r^es comme les pro- 
jections d'une meme droite, que si les plans men^s par 
ces droites, perpendiculairement aux plans de projection, 
se coupent. G'est ce qui arrivera toujours lorsque ces deux 
droites ne seront pas perpendiculaires , en deux points dif- 
fi^renta, k I'intersectiou des plans de projection. 

Fig. 7. 14. Quand les droites ab, dV sont perpendiculaires k 
xy et qu'elles coupent cette ligne en des points diff6rents 
metn, elles ne sont pas les projections d une m^me droite* 
Pour le prouver, U sufBt de faire voir que le plan amk 
eonduit par am^ perpendiculairement au plan xy%f est pa- 
rallfele au plan dnh mene suivant dn perpendiculairement 
k xyi. En effet, de ce que les plans amk et xy% sont per- 
pendiculaires entre eux, et de ce que xy est perpendiculaire 
\ am, il s'ensuit que xy est perpendiculaire sur le plan amk. 
On d^montrerait de la mfime manifere que xy est perpendi- 
culaire au plan dnh; done les deux plans amk, dnh sont 
perpendiculaires k la droite xy^ et par consequent its sont 
parallMes. 

Fk. 8, 15. Mais si les deux projections ab, db\ perpendiculaires 
hxy, rencontrent cette droite au m(me point m, alors le 
plan amd de ces droites est perpendiculaire it la fois aux 
deux plans xg%, xyt ; de sorte que toutes les droites sitn^es 
dans ce plan ont pour projection ab et db\ Dans ce cas, 
pour achever de determiner la droite de Tespace, il faut 
donner les projections a, d et ft, V de deux de ses points. 

' 16. Les projeetwns d^une courbe quekonqtie, fintes sur 
deux pUms qtu se cmpent^ ditenmnent gtn&rdlemeiU cetU 
courbe. 
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Par eiemple , abe et a'b'c ^tant les projections d*une Fig. 9. 
in£me ligne ABC sur les plans xyz, xyt ; si ron cooQoit deux 
surfaces cyliodriques acbBCk, do VBCK^ ayant pour bases 
db'c et abc, et dont les. generatrices soieni respectivement 
perpendiculaires aux plans xyz, xyt ; Tintersection de ces 
surfaces cylindriques determiuera la courbe ABC. 

Lorsqu'on prend arbitrairement une courbe dans chacun 
des deux plans de projection, on ne peut consid6rer ces 
deux courbes comme les projections d'une mfime ligne dc 
Tespace que dans le cas oil les perpendiculaires aux plans 
de projection, menties par les diffi6reots points de ces deux 
courbes, se rencontrent deux k deux danBTespace. En d'au* 
tres termes, il faut qu'ii chaque point de la premiire pro* 
jection cortesponde un point de la seconde : nous noomons 
ici points correspondants ceux qui satisfont k la condition 
toonc^e ci-dessus(ll), 

17. Pour determiner un plan P, on pourrait se servir des 
projections, sur deux plans qui se coupent, de trois points 
non en ligne droite situ^s dans le plan P. Mais on a trouvi 
plus commode de fixer la position d'un plan au moyeu de 
ses intersections aa.ab, avec les plans de projection xyz, piQ, iq 
xyt. Ces intersections sont ce qu'on nonune les traces du 
plan P sur les plans de projection. 

Quand les deux traces aa, «ft d'un plan sont donn^es , 
la position de ce plan est entiferement determinee ; car deux 
droites qui se coupent d^terminent un plan. En gtoiral, 
le plan P et les deux plans de projection ferment un angle 
trifedre qui a pour arCtes les deux traces et Tintersection 
des deux plans fixes. Ainsi, les deux traces d!un mime plan 
doivent couper en un seul point rinterseetion des plans de 
pn^ectum. 
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18. Examinons quelques positions^ particuliires dii 
plan P. 

V Sile plan est parallele ct fun des plans de pri^ectian', 
il est dair qu'il n' aura pas ie trace sur ee dernier plan. Sa 
trace sur V autre plan de projection sera paralUk d rinter- 
sectim des plans de prelection. 

2** Si le plan coupe les deux plans de projection ^ mm 
qu'il soit parallele it leur intersectioUy ses deux traces se- 
ront paralUles h cette intersection 

3® Si le plan est perpendkulaire d.f intersection des deux 
plans de projection y ses deux traces seront aussi perpendi- 
euUUres i cette intersection. 

AP Eufin y ^ le plan passe par V intersection des deux 
plans de projection y sa poAtJum ne sera plus diterminie : 
il faudra y ou bien donner sa trace sur un nouveau plan 
qui coupe les deux premiers suivant une droite autre que 
xxfy ou bien donner un point situ6 hors de xy et par lequel 
le plan soit assujetti k passer. 

19. On voit d£]\y par ce qui pr^cMe, qu'en rapportant 
les points et les lignes de Tespace k deux plans qui se 
coupenty il est facile de determiner ces points, etces lignes 
au moyen d'autres lignes et d'autres points situ^s dans ces 
plans. 

Jusqu'k present, nous u'avons fait aucoine.hypqthfese par- 
ticuli^re sur Tangle des deux plans de projection. Mais afin 

« 

de rendre les constructions, plus simples , nous, suppose- 
rons, dorfoavant, que cet angle est droit. Afin d'abriger le 
discourse nous regarderons Tun des deux plans de projec-, 
tion comme hori%ontal et I'autre comme verttca/, quoiqu'ils 
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pmssent avoir des positions quelconques. L'interseetiondes 
deux plans de projection se nommera Ugne de terre. 

20. Lorsque nous dirons qu'nn po'mt est donnSf ou 
qu'une Ugne est donnie^ nous entendrons que les projeo- 
turns de ee point ou de cette ligne sont donniesn Lorsqu'un 
plan sera d4>miiy ses traces seront suppos^es oonnues.Quand 
nous proposerons de determiner un point , ou une droite , 
€u un pUmy H s'agira de construire les projections du pointy 
ou celles de la droite^ ou les traces du plan, 

Les projections et les traces prendront le nom du plan 
de projection dans lequel elles se trouveront. Aiusi, les 
projections et les traces situ^es dans le plan vertical seront 
les projections et les traces verticales. Suivant qii'une droite 
sera parall^le au plan horizontal de projection, ou qu'elle 
sera perpendiculaire k ce plan, nous dirons que cette Kgne 
est horizontale ou qu'elle est verticale; On dit dans le m6me 
sens qu'un plan est horizontal ou qu'il est vertical^ suivant 
qu'il est parallMe ou 'perpendiculaire au plan horizontal de 
projection. 

21. De ce que. les plans.de projection sont supposes 
rectangulaires^ il r^sulte ce.qui suit : 

\^ Si un point ou si une ligne est dam Fun des deux 
plans de projection, sa projection sur F autre plan sera sur 
la ligne de terre. 

En.effet, les perpendiculaires qui d^tenninent cette pro- 
jection sont comprises dans le premier plan. 

2^ 5i une, ligne est dans un plan paraUile & Vm des 
plans, depr^ectuniy' sa projection sun V autre plan sera une 
droite paralUle d la Ugne de terre. Par exemple , si une 
ligne est dans un plan horizontal, les perpendiculaires qui 
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d^terminent sa projection vertieale sont lenfenn^es duis 
ce plan horizontal; done la projection vertieale sera Tin* 
tersection de ce dernier plan avec le plan vertical de pro- 
jection, c*est-a-dire une parall^le a la ligne de terre. 

3** Si un plan est perpendiculaire i Ttm des deux plms 
de projection, $a trace sur V autre plan sera perpendiculaire 
A la Ugne de terre. 

Par exemple, un plan perpendiculaire au plan horizontal 
a pour trace vertieale une perpendiculaire k la ligne de 
terre. 

4^ La distance £un point de tespace au plan horizontal 
est ^ ale it la perpendiculaire abaissSe de sa projection 
vertieale sur la ligne de terre , et la distance d'un point 
de Vespace au plan vertical est igale b, la perpendiculaire 
ahaissie de sa projection horizontale sur la Ugne de terre^ 

Fig. 5. Soit A un point dont les projections sont P et F ; par 
AP et AF faisons passer un plan qui coupe en K la ligne 
de terre; nous obtiendrons ainsi un rectangle APKF. 
En effet , les angles APK, APIL sont droits parce que AP 
et AP' sont perpendiculaires sur les plans de projection , 
et Tangle PKP est droit parce qu'il mesure rinclinaison 
des deux plans de projection, lesquels sont supposes per- 
pendiculaires entre eux; done le quadrilatfere APKP' est 
un rectangle ; d'oii il suit que AP=P'K et AP'=PK. 

22. Les explications pr^c^dentes sufBsent pour faire 
pressentir la possibility de r&oudre les problfemes qui se 
rapportent aux trois dimensions de T^tendue^ par des con- 
structions renferm^es dans deux plans qui se coupent et 
que nous supposons rectangulaires. Mais afin 4e simpli« 
fier les constructions autant que possible , et de rdunir les 



deu projections sur un seul dessm, on fait lourner le 
pbn vertical xyt autour de la ligne de terre xy, jusqu'k Fig. 11. 
ee qH'il vienne en xyf sur le prolongement du plan ho- 
rizontal xy%. De cette mani^re, toutes les constructions 
sereut r^eUement effectu^es sur le plan horizontal; mais 
U faudra sans cesse concevoir par la pens^e les projec- 
tions verticales remises k leur place au moyen d'un quart 
de revolution autour de la ligne de terre. Quant aux points 
situes hors des plans de projection , ils ne parattront pas 
dans les figures ; mais il sera facile de se representor la 
veritable position de ces points, k Taide de leurs pro- 
jections. 

Par exemple, a et a' etant les projections d'un point A 
de Tespace, qui n*est pas indiqu^ dans la figure, on con- Fig. 12. 
cevra que le plan vertical, que Ton suppose d^jk rabattu 
sur le plan horizontal , fait un quart de revolution autour 
de xy ; les plans de projection etant alors perpendiculaires 
run k Tautre, si par les points o, a' on conceit des perpen- 
diculaires au plan horizontal et au plan vertical, la rencontre 
de ces perpendiculaires sera le point A de Tespace , dont 
les projections sent a et a. 

23. Aprfes le rabattement du plan vertical sur le plan 
horizontal , les dmx 'projections dCun meme jmnt sont siiuies 
mr une mime perjyendictilaire A la ligne de terre. 

En effet, concevons (^e les plans dc projection xyz, Fig. 11. 
xyt etant dans leurs positions primitives , c'est-k-dlre per- 
pendiculaires Tun sur 1' autre, les projections d'un point A 
de Tespace soient a et a'; les perpendiculaires menses 
des points aeiai sur xy, passeront par un m^me point p 
itsy {9); fti le plan vertical tonme autour de j[;t/ pour 
v«nir s*«f pUquer sur le plan h^ruontal r la droite alp M 
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cessera pas d'etre perpendicukire k xy ; et quand le plaa 
vertical xyt coincidera avec le plan horizontal, le point a' 
sera en af^^ 4 une distance tfp du point p £gale k dp^ et sur 
le prolongement de ap. 

24. D'apr^s cela , pour que deux lignes se caupent dans 
Vespacey il faut et il suffit que le point de rencontre de leurs 
projections verticales et U point de rencontre de leurs pro- 
jections horizontales se trouvent sur une mime perpendi- 

cuMre d la ligne de terre. 

f 

25. Lorsque deux droites AB, CD sont paralldles, leurs 
projections sur un mime plan sont paralUles. 

Fig. 4. En effet, les plans projetants BAP et DCR sont paral- 
Ihles entre eux comme ^tant perpendiculaires sur le m£me 
plan MN, et passant par deux droites parallMes; done les 
intersections de ces plans avec le plan MN sont des droites 
parallfeles. Or, ces intersections sont pr6cis6ment les pro- 
jections des lignes AB et CD; le principe e^t done d^moutr^. 
R^ciproquement, si les projections de deux droites, sur 
deux plans qui se coupent , sont paralUles sur chacun de 
ces plans , ces deux droites sont paralldles ; car elles sont 
les intersections de deux plans projetants paralldles entre 
eux avec deux autres plans projetants parallMes entre eux. 

26. Lorsque deux droites AB, CD sont perpendiculaires 
entre elles , leurs projections sur un mime plan ne sont pas 
nicessairement perpendiculaires entre elks. 

En efiet , par le point A de la droite AB , on pent mener 
k cette droite une infinite de perpendiculaires cpii toutes 
sont contenues dans un mime plan P perpendiculaire Jt 
AB au point A. Lorsque ce plan P n'est pas en mime 
temps perpendiculaire au plan de projection, ce qui arrive 
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toutes les fois que AB n'est pas paraQMe k ce dernier plan ; 
alors toutes les perpendiculaires it AB menses par le point 
A ont des projections difiiirentes. Une seule de ces perpen- 
diculaires a sa projection perpendiculaire k celle de la 
droite AB ; c'est celle qui est contenue dans le plan proje- 
tant perpendiculaire k la projection de la droite AB. 

AJnsi, lorsque deux droites AB et CD sont perpendicu- 
laires Tune sur I'autre , leurs projections sont en g^n^ral 
obliques. Seulement il r^sulte de ce qui vient d'etre dit, 
que ^ la droite AB est paralUle it Vun des plans de projeo- 
tion^ la projection sur ce plan de la perpendiculaire CD 
sera perpendiculaire i la projection de AB. 

Enfin^ si la droite AB Aait paralUle aux deux plans 
de projection f c est-it-dire pardlUle d la ligne de terre^ 
aiors seulement les deux projections de la perpendiculaire 
CD seraient perpendiculaires aux prelections de AB. 

27. Lorsqu'une droite AB est paratUle d un plan P, les 
projections de AB ne sont pas nicessairement paralUles 
aux traces du plan. 

En effety on sait que par un point A on pent mener une 
infinite de droites parallMes k un plan P, lesquelles sont 
toutes contenu^s dans un m£me plan Q parall^le au plan 
P. Toutes ces droites ont/ des projections diffiSrentes tant 
que le plan Q qui les renferme, et par cops6quent le plan 
P parallMe a Q, n'est pas perpendiculaire au plan de pro- 
jection. Une seule de ces droites a sa projection parallMe 
k la trace du plan P, e'est la parall^le k la trace de ce 
plan ; car cette droite est parallMe au plan de projection , 
et pir consequent elle est parallMe k sa projection sur ce 
plan. Ainsi » lorsqu'une droite AB est parallMe k un plan 
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l^ Noiis supposerons que roeil de Fobservateur est plae^ 
au-^dessus du plan .horizontal ou en avant du plan vertical , 
et k une distance infinie du plan sur lequel se fait la pro- 
jection. 

2® Les parties d'un objet cacMes : k Toeil de Tobserva- 
teur, soit par Tobjet m^me, soit par les plans de projection 
seront suppos6es invisibles. 

3* Les grandes lettres A, B, G, etc., indiqueront des 
points de Tespace ; ceslettres ne parattront point dans les 
figures; les petites lettres correspondantes a, b, c, etc., 
employees sans aecents, serviront^ designer. les projec- 
tions horizontales 'des points 'A, B et G; ces petites lettres 
affect^es d'un accent, c'est-k-dire a\ b\ cVetc, indique- 
ront les projections verticales des mfimes points A, B, 
G,^tc. * > . 

4** Nous d^mgnerons spuveiit un point de I'espace par 
ses deux projections; aiusi, lorsque.nous parlerons d'un 

r 

point (ayd)y il s'agira du point A dont les projections sont 
a et a\ 

5^ La ligne de terre sera toujours d^sign^e par xy. 

32. On uomme ^pure la feuille qui contient le trac^ de 
toutes les constructions d'un. problfeme. 

On distinguera dans une ^pure : 

V Les lignes principals, c'est-k-dire celles qui repr6- 
sentent les donn^es et les r^sultats d'un probl^me; elles 
seront marquees par un trait plein et continu , lorsqu'eUes 
seront visibles ; elles seront ponctudes, c*est-i-dire tracies 
en points ronds, si elles sont invisibles. 

2° Les lipes auxiliallres, c'est-k-dire toutes celles qui 
ne seront employees que comme des moyens d'arriver k la 
solution du probl^me; ces ligiies seront toujours pointii/^ 
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on compostes de petits traits d*^le longHeur, qu'eUes 
soi^nt visibles ou invisibles. 

Lorsque panui ces iignes auxiiiaires ii s'en trottvera quel- 
qu'une qui ofirira plus d'importanoe , et sur laquelle on 
voudra appeler Tatteiition d'une manifere particulifere , on 
pourra la repr^senter par une tigne mixte , composto A% 
petits traits s^par^s par un ou plusieurs points ronds'. 
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GHAPITRE II. 



d^lenttlnte pur dlTeroM eondltloiis. 



GoDiiAusant les projectioDs d'ane droite, troater 8«s traces, e'est-i-dire 
les pointe on eUe reDcontre les plans de projeetion. 

Fig. 14. 33. Supposons que les projections ab, a'V de la droite 
donn^e coupent la ligne de terre aux points h et a'. 

Pour trouver la trace horizantale de la droite , c*est-Ji- 
dire le point oil elle perce le plan horizontal , on observe 
que ce point , appartenant au plan horizontal , doit avoir 
sa projection verticale sur la ligne de terre xy (21); cette 
projection doit aussi se troirver sur a'b\ projection ver- 
ticale de la droite , car a'b' contient les projections verti- 
cales de tons les points de la droite donn^e ; done le point 
a^ oil a'V rencontre xy , est la projection verticale de la 
trace horizontale de la droite. >Si done on (\bit a' a per- 
pendiculaire sur xy^ Tintersection a des droites aa' et ab 
sera la trace horizontale de la droite donn^e. On verra de 
m£me que, si par le point b^ oil la projection horizontale ab 
rencontre la ligne de terre » on £l^ve bb' perpendiculaire 
sur xy, son intersection V avec la projection verticale a'V^ 
sera la trace verticale de la droite. 

De ce qui pr^cMe , on tire cette r^gle g^n^rale : four 
determiner la trace horizontale d*une droite, on proUmge la 



frejwiUm verticale jmqn'H h hgne de tertet por K jMMt 

(fe rencontre en mine ixtiM le plan horhontal uiie.perpi^ 

diculaire A la ligne de ierre : eette perpendiculaire i^a ton- 

per la projection horizontale de la. droite au point chltHM-. 

PftreiUementi pour avon Id trace verUcale dii lA drfHtB^ on 

prolongs la pnqection hormmtale jusqu't sd renwntre am ^ \ 

la ligne de terre; par le point akm obtenu on tlt^e ditnl U 

plan vertical une perpenSculaire i la ligne de terre : cetti 

perpendiculaire coupe la pn^eetUm verHeak de la drMe au 

point demands. 

34. Lorsqu'on change la position d$ la droite dotiil4e , 
les points a et b' oh elie perce les plalis de projeetiort 
changent aussi. Nous romarqiierons d*abetd les eae indi- 
qu^s par les figures 14, 15, 16 et 17. 

Dans la figure 14| la droite reneontre k phur horizdlital 
en a en avant du plan vertical^ et le plan vertieal en b' an- 
dessus du plan horizontal. 

Dans la figure 15, la trace horisonttfle a est derrftre te 
plan vertical^ et la trace yerticale b' est au-dessvs du pltii 
horizontal. 

■ 

Dans la figure 16^ la trace horizontale a esl deVaitt le 
plan vertical, et hi trace vertieale V eat au-desftras du plata 
horizontal. 

Dans la figure 17^ la trace horizontale H M derritre le 
plan vertical, et la trace vertieale b' est au-dessons du plan 
horizontal. 

35. Euminons encore les cas partleoyers suhants t 
1® La droite est horizontale, c*est-k-dire situ^e dans uil 

plan parallile au plan horizontal. 

D esl Evident que dans ce cas la droite a peur projee- 
tiott horizontale une droite quelconque teBe que ok^ et Fia. 18. 
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pour projection vertieale uDe droite a'b' parallMe ii la ligne 
de terre. Sa trace vertieale est ea b'. 

^ La droite est situ6e dans un plan parallMe au plaif 
vertical. 

La droite donn6e a pour projection vertieale une droite 
Fig. 19. quelconque telle que a^b', et pour projection horizontale 
une droite ab parallMe k la ligne de terre. Sa trace hori- 
zontale est en a. 

3^ La droite denude estparallMe kh ibis aux deux plans 
de projection 

II est clair que dans ce cas la droite est parallMe k la 

» 

ligne de terre. Par consequents ses deux projections ab^ 
' a'b\ sont parallWes k xy. EUe n'a ni trace horizontale ni 
trace vertieale. • 

4^^ La droite est contenue dans I'un des plans de pro- 
jection, dans le plan horizontal, par exemple. 

Fio. 21. Dans ce cas, la droite ab est elle-ihdme 6a projection 
horizontale ; sa projection vertieale est la Hgne de terre ; et 
elle a pour trace yerticale le point by oil elle rencontre la 
ligne de terre. 

5^ La droite est perpendiculaire k I'un ou k Tautre des 
plans de projection, au plan horizontal,- par exemple. 

Fig. 22. D'apr^s cette position de la droite , sa projection hori- 
zontale se r^duit k sa trace horizontale a; sa projection 
vertieale est a'b' perpendiculaire k la ligne de terre. D'ail* 
leurs, la droite n'a pas de trace vertieale. 

6^ La droite est dans un plan perpendiculaire kla ligne 
de lerre. 

Fig. 23. Lorsqu'un plan aab' est perpendiculaire k la ligne d^ 
terre, ses deux traces aa^ ab' sont situ6es sur une in£(ne 
droite perpendiculaire k cette ligne. Toute droite situ^e 
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dans ce plan a pour projections le^ traces du plan. Par 
consequent » pour qu'une pareille droits soit d6tenninee , il 
faut que Ton donne les projections de deux de ses points. 
Supposons done que m, m' et n, n' soient les projec- 
tions de deux points de la droite. Faisons toumer le plan 
aa^b qui la contient, antour de sa trace horizontale aa, 
Jusqu'k ce qu'il soit rabattu sur le plan horizontal. Dans 
ce mouyement, chacun des points de la droite d^crit dans 
Tespace une circonf^rence dont le plan est perpendiculaire 
i aa, dont le centre tst le pied de la perpendiculaire abais- 
s^e du point sur a<x, et dont le rayon est cette perpen- 
diculaire. II est facile de voir , d'apr&s cela , qu'en d^crl- 
yant, du point a comme centre, Tare m^mT^ menant mM 
parallMe k la ligne de terre, et nfii perpendiculaire k cette 
ligne, le point (m, m') sera rabattu en M. On obtiendrait 
de la m^rne mani&re le rabattement N de Tautre point de la 
droite. Par consequent, MN est le rabattement de la droite 
{mny m'n^. Les points a et b^^ oil MN rencontre la trace 
horizontale du plan et la ligne de terre , sont les rabatte- 
ments des traces horizontale et verticale de la droite. 

Pour avoir ces traces elles*m6nies , il faut replacer le 
plan aab' dans sa position primitive, en le faisant toumer 
de Bouveau autour de aa; le point bf se porte alors en b' 
sur un arc de cercle d^cilt de a comme centre avec aV 
pour rayon. 

Quant an point a qui appartient k Taxe aa, il reste im- 
mobile. Nous obtenons ainsi, en a et en b\ les traces ho- 
rizontale et verticale de la droite. 



iKAin iLinn ▲■» 



It^W^'W^PW^^^ t^* 



Gomutusant les deux traces d*ane droile , troaver m deux projectioDS. 

Fig. 14. 86. Soient a et b^ les deux traces de la drolte. La trace 
horizontale a est elle-m6me sa projection horizontale, et sa 
projection verticale est le pied a' de la perpendiculaire aa* 
abaiss^e du point a sur la ligne de terre. Semblablement , 
la trace verticale b' de la droite est elle-mfime sa projection 
verticale, et sa projection horizontale est an point b, inter- 
section de xy avec la perpendiculaire b'b. Done o et ft, a* 
et ft V^ont les. projections horizontales et verticales de deux 
points dela droite; done aft, a'ft' sont les deux projec- 
tions de cette droite. 



Oraialiiaiii les projeetioiis de denx potato, trouver tea prcjeetiou et la mid 
grawieiir de h droite yd joiit cea deix potato. 

FiG« 25. 37 Boiefil « e| a!, A M ^' ka projeetioi^ dei deux poiots 
i et B; U eat dalr ^'eii tiraat lea draleai aft et a^b\ on ^ 
les |tf€t|eetiotta 4b la dr^te AB qiii jokil 4ana l'es|^m le% 
deux peinta. Pour avoir la veritable grander de eelte 
droite, remarquons d'abord que les droites Ao, Bft, .^ 
joigneat les pointa A et B avee leurs pirojeetioaa horiien- 
tales a ei ft» soni vertiealeai, et. ^ee cespeetiveiMnt ^ q^- 
et /3ft' (21 , A^) ; ces vertioelea fonneot ayee al^ et AB «M 
trapeze dont le plan est vertical et dans lequel les angles en 
a et en ft sent droits. Faisons tourner ce trapse autour de 
oft jusqu'k ce qu'il soit venu se rabattre sur le plan bori- 



lonUl ! Ids dem eAt^s vertieanx da trapiie anront pour ra- 
btttement les dreites an, bm perpendiculaires k aby et res- 
pectivement ^gales i m' et ^b'. Quaot k la droite inconvue 
AB, eDe se rabattra suivant mn. 

Gette eonstruction pent £tre simplifi^e ; car si I'on ima- 
f ioe par le point B une droite BG paraH^le h ab^ et temin^e 
I la vertioale ok , oii formera ainsi^^un triangle reotangle 
ayant pou* base BG » pour hauteur la diifiirence des deux 
yerticales aA, ftB, et pour hypotenuse la distance cherch^e 
AB. n suit de 1^ que si, par le point a\ on mtoe al per- 
pendiculaire Ik ab et ^gale k la dif!i6rence entre ixa' et ^b\ 
at qu'ensuite on tire bl, cette dreite «era igale k AB. 

Pour indiquer, sur T^pure, que Ton prend ai==aa'— ^^S 
on m^ne b'q parallMe k la ligne de terre ; on d^crit , du 
point q cooune centre* Tare a's ; on m&ne ^t perpendicu- 
laire k a?y ; on mine encore al parall^e k xjf ; eofii), du 
point a comme centre , on d^crit j'arc tl. 

Cette seconde construction peut, k son tour, £tre nota- 
blement simplifi^e. En elTet, menons, comme tout k Theure, 
b'q paraUMe k wy i prenons , sur cette droite, qpasab^ et 
liroBs &fp. Cette denude droite sera eneore ^gale k AB; 
car le trianf^ rectangle a'qp eat ^yidemment £gal k lab, 
ei'est^k-dire dgal.af triangle ACB dans Tespace; 

Si ¥w raisoBM, par rapport au plan vfitical^ eomnie 
«ii Vx lut reiatiTcmant au plan horiiontal, to obtiandn 
trait 9Mres aolntioBa du probltme. Cela fait doQCt en tout, 
jfe oomtmctioiis difflfMiites» qui doivent toutas donner le 
aiteie rtsiidtat. 

38. ExaiiMiions les cas particnliers sravants : 

i^ Le premier point est situ^ dans Tun ^ea plans de 
projection ; le second point est quelconque. 
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Si le point A est situ6 en a dans le plan horizontal » s^l 
projection hoiizontale sera a et sa projection verticale sera 
Fig. 36« en a' sur la ligne de terre. On reconnatt facilement* que 
dan$ ce cas la vraie grandeur de la droite AB, est Thypot^- 
nuse d'un triangle rectangle dans lequel les deux c6t6s de 
Tangle droit sont ^aux k ab et b'^. Pour construire ce 
triangle sur le plan vertical , on prend ^=baf ce qui se 
fait en menant be parall^le k xy et 6gale h aby et abaissant 
caf perpendiculaire sur o^. On joint ensuite les points a!' 
et b', -ei on obtient ainsi la droite o^'ft^qui est la vraie dis- 
tance de A a B. 

On peut aussi obtenir la longueur de AB en faisant toiir- 
ner. autouf de ab le triangle rectangle aBbj pour le rabattre 
sur le plan horizontal. 

Ge triangle prend alors la position amb^ et am est encore 
la vraie distance de A k B. 

^ L'un des deux points est situ^ dans le plan horizon- 
tal, Tautre est dans le plan vertical. 

• « 

Fig. 27 Soient a et b' les deux points donnas : les projections 
de la droite qui les joint sont ab et^i^b'. On voit facilement 
que cette droite est rbypot^nuse d'un triangle rectangle 
dans lequel les c6t^s de Tangle droit sont ab et bb', ou 
<pi*elle est Thypot^nuse d'un au^e triangle rectangle dans 
lequd les cdt^s sont aa' et a'i\ Si on fait toumer le pre- 
mier triangle autour de ab pour 1q rabattre sur le p|an ho- 
rizontal, on obtient la droite am pour la vraie longueur de 
la droite qui joint les deux points donnas. Si, an eontraire, 
on fait toumer Tautre triangle autour de bb' pour le rabattre 
sur le plan vertical, on obtiient b'n pour la vraie. grandeur 
de la droite. 
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Comme verification, les longueurs am et b'n doivent itre 
^es. 

3^ L'un des deux points est situ4 sur la ligne de terre; 
le second point est quelconque. 

Supposons que le point donne A soit &i a sur la ligne Fig. 28. 
de terre, et que le point B ait pour projections b et b'. La 
droite AB est rhjpot^nuse d'un triangle Jrectangle qui a 
pour cdt^s ab^ et b'^^ on bien elle est rhypot6nuse d'un 
trian^e rectangle dont les cdt^s sont ab' et b^. En-rabat- ' 
tant le premier de ces triangles sur le plan horizontal ou 
le second cur le plan vertical , on obtient pour la vraie gran- 
deur de AB les droites am et an. . 

¥ Les deux points A, B sont situ^s dans le m6me plan 
de projection, dans le plan horizontal, par exemple. 

La droite qui les joint sur le plan horizontal, est la ve- 
ritable grandeur de la droite AB. 

5^ Les deux points sont situi^s sur une m£nie droite per- 
pendiculaire k Tun des plans de projection , au plan hori- 
zontal, par exemple. 

Dans ce cas, la droite a'V qui joint les projections ver- Fi«. 29. 
ticales a'et ft'- des* deux points, est la veritable grandeur 
de la droite AB. 
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Tni?er, vu vie dnite donnee, un point (pu soil i ime distance 4onn^ 

d'nn point dome sar eeUe droite. 

39. Soient ed, e'd'^ les deux projections de la droite, Fig. 24. 
ee'd' le plan qui la projette sur le plan vertical. Faisons 



tourner e§ plan autour de sa traee liQriioatale m' pwn le 
rabattre sur le plan horizontal : la trace horizontale n di 
la droite , appartenant k Faxe, reste immobile ; quant I la 
trace verticale d\ elle se rabat en i' k rintersection de la 
ligne de terre et de Tare d^crit du point e' eomme centre 
avec €'d' pour rayon. Le rabattement jde la droite donnte 
est done cd". Pour avoir le rabattement du point dopni, 
dont lea projections sent a, a', on opire comme dans le 
problime in , et Ton trouye A pour ee rabattement. Pre^ 
Qons maintenant sur la droite, a partir de A, une distance 
AB <gale h In longueur donate : B sera le rabattement 
du point cherch6. Les projections b et b' de ce point s'ob* 
liennent, la pr^emifere en menant par B une paraU^lo Bb 
hxyyh seconde en abaiasant W perpepdicidatre sur ioHf 
«t dtfcrivant du point oS avee c'lT pour rayon. Tare de 
cercle Vb'. 

La eonstruetion pr^oMente comporte deux vacations. 
D'abord, le point' A, intersection de U parallUe oA et 
de la perpendiculaire <fk k xy , doil se trouYor sur le 
rabattement e(f de la droite donn6e; ensuiie les points 
b et b't obtenua comme nous TaTons indiqui , doiveat 
se' trouver sur une m^me perpendiculaire k U Ugnft dt 
terre. 

Coanaiflsant hi tnm dt deox phns, eonstnife les jn^jMmA 

it kor mteneetion. 

Re. 80. 40. Soient aa, aa'Ies traces du premier plan, et ^, |3fr' 
les tlraces-du second plan. D est dair que k pomm ok Bt 
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CMpent lag Mees horiiDiitalM, et le point m' oh te €oupeni 
1m trieea Tartioalei, appartiennent k rintersection des 
d«u plans. Dpne U droite qui dans I'espaog joint le point 
n an point m'^ est cette intersection. Le point n dtant sur 
le plan borizontal, 11 est liiirm£me sa projection horlaon- 
tale; quant k sa projection verticale n\ on Tobtient en 
abiissant rm' perpendienlaire avr la ligne de terre. Pareil- 
lement le point m^ est Iui-m6me sa projection yef Ucale , et 
sa t^rojeetitm korisontale m se trouve en .abaissant m'm 
perpendienlaire k 4y . Dono, en tirant las droiles mn et m'n' 
on aura les projections de ['intersection des deux plans. 

41 • Nous allona examiner lea cas partieuliers suivants : 

i* L'un das plaas donnis est perpendiculaire sw i*un' 
dca plws da projection , sur le plan horiaontal, par exam* 
pie; I'autre plan eat queloonqua. 

La pramiar plan aaa* 6tant parpafrdieulaire au plan ho- Fig. 31 . 
fimtalr a aa trace hariaantale am 'fualeonqua, et sa trace 
ffirticala «a^ ii^rpendiaulaira k j^. L'intenaation des deux 
plma a pour projection horisontala la trace horisontala m 
dn premier de ces plans, et pour projection verticale la droita 
mV» qu'tta obtient oomiae dans la caa glutei. 

^ Les daw plans donnas aont perpandleulaires a ub 
vtoiA plan da projection, auplan hedrizonial, par exao^le. 

S«i^t 0q^tk\.b^' les daUx plana, donate. Si laurs traces ^' ^^ 
lifqfioutalaa m^ ^ sa aai^aiit au paint ti, aomma on la 
suppose dansi r^pure » rintarseotion des deux plans sem 
une perpendiculaire au plan horiaoatal, ayant paw projaa^ 
\m boriKootale le point ii« at pern projection vertioale la 
droite n'm' perpendicnlaira k ^^ 

3^ ynn dos plana aat peipeiidiQabura k la ligna.da 4iife ; 
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Fig. 33. Le premier plan ^tant perpendiculaire h la ligne de terre, 
ses deux traces frjS et b'^ sont sur une m£me perpendicu- 
laire *k cette droite. Dans ce cas, Tintersection des deux 
plans a pour projections les traces de ce plan. 

4^ Les deux plans sont perpendiculaires k la ligne de 
terre. 

lis sont par consequent parallMes » et il n'y a pas lieu k 
chercher leur intersection. 

* 

5^ Le premier plan est parallMe'k I'un des plans de pro- 
jection , au pUn horizontal , par exemple ; le second plan 
est queleonque. 

Le premier plan 6tant parallMe au plan horizontal, a 
Fig. 34. pour trace verticale une droite pq pacallMe k xy. L'intersec- 
tioi) de ce plan avec le second plan a(xa' doit £tre parallMe 
k la trace horizontale de celui-ci , parce que les intersec- 
tions de deux- plans parallMes par ua troisifeme sont paral- 
IMes. Or, cette intersection a pour trace verticale le point 
m\ qui se projette horizontalement en tn; elle a done pour 
projections les droites pq et mriy respectivement parallMes 
kxy eikaa (25). 

6^ L'un des plans donnas est parall^le au plan horizon- 
tal; I'autre est perpendiculah'e k la ligne de terre. 
Fig. 35. Soient pq et aaa'. les deux plans donnas. L'intersection 
de ce^ deux plans est une paraH^le k aa men^ par le point 
m' oil se coupent les traces verticales des deux plans. Done 
elle a pour projection verticale le point m' et pour projec- 
tion horizontale la droite aa. 

1^ L'un des plans Aonnis est parallMe k la ligne de terre; 
I'autre est perpendiculaire k cette iigne. ' 
Fig. 36. Soient ab^ a'b' les traces du plan parallMe h la lipe 
de terre ; et soit cae' le plan perpendieulaire i cette droite. 
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Les traces de riDtersection cherch^e sont les points n , n^ 
Gette intersection a done pour projections an et on'. 

4 

8® L'un des plans est parallMe au plan horizontal, I'autre 
est parallMe k la ligne de terre. 

Dans ce eas, la construction g6n^ale n'^tant pas appli- 
cable, on cherche les intersections des deux plans donnas 
ayec un plan auxiliaire , et Ton determine le point de ren- 
contre de ces deux droites. Ge point appartiendra n6cessai- 
rement k Tintersection des. deux plans donnas ; et comme 
cette intersection doit £tre parall^le k la ligne de terre , elle 
sera compl^tement d^termin^e. 

Ordinairement, on prend le plan auxiliaire perpendicu- 
lalre k la ligne de terre ; on le consid&re alors comme un 
nouveau plan de projection sur lequel on cherche les traces 
des plans donnas ; et de cette manifere on est ramen^ au 
cas g^n^ral. Gette solution est (telle que .nous aliens d^ve- 
lopper. 

Coupons les deux plans donnas par le plan auxiliaire 
matn^ perpendiculaire \ xy. Gherchons les traces, sur ce Fio. 37. 
plan, des deux plans donnas. Pourcela, observons que le 
point r', oik on' est rencontr^e par la trace p'q' du plan 
parallMe au plan horizontal , appartient k Fintersection de 
ce premier plaii avec le plan auxiliaire , et que cette inter- 
section est parallMe k am. Si done on fait toumer ce plan 
auxiliaire autour de am pour le rabattre sur le plan hori- 
zontal, le point r' se rabattra en r,. k une distance du point 
a 6g2le k or'; et Fintersection du plan auxiliaire avec le 
premier des plans donnas aura pour rabattement la droite 
r$ paraime kam: rs est done-v sur le plan auxiliaire de 
projection, la trace du plan p'q'. Les traces du second 



plan ^nt ks droites ab^ a'b\ paralleled k x^f on d6ter^ 
minera de la inline mani^re la trace Inn de ce* plan stir le 
plan auxiliaire rabattu en man. L' intersection k des droites 
rs et mn sera done le rabattemetit d*un point de Tinter- 
section des plans donnas. Si le plan man jfait an quart de 
revolution auiour de am pour repretidre sa position ^er- 
tfcale primitive , le pied o de la perpendiculaire ko k am 
sera la projection horizontale du point qui ^tait rabattu en 
k. Uintersectidtt des deut plans donnas ^ d^jk projet^e ver- 
ticalement en fq\ atira done pour projection hofu^outale la 
drolte pq, men^e par le point o parallMement it xy. 
9^ Les deux plans sent parallMes i la ligne de terre. 
Dans ce cas , eomme dans celui qui pr^c^de , rintei^sec- 
don est parallMe k- la ligne de terre , et' Ton est encore 
oblige de recourir k un plan auxiliaire. 

Pig. 38. Soient (abf a'b')ei (cd| c'd") les deib plans doniies; cotl- 
pos^-les par le plan auxiliaire n<an' perpondiculaife k ofy 
Les intersections des deux premiers plans avec le plail ami- 
lialre ont pour traces les points m^ m' ei n^ n'i EUes ont 
. pour rahattements^ sur le plan horiz(mtaI^ les droites «m el 
m/lesqueUes se coupent en o. Par suite^ les projections h 
et W du point o appartiennent aux projeetiona de rintersec- 
tion des deux plans ; et comme cette intersection doit toe 
paraI161e k la ligne de terre , les droites pqi p'q\ menses 
paraHilement k xy par^ et h\ sent les detlx projeetiens de 
I'intersei^tion des plans donn^s^ 

lOf^ Les deux plans donnas onl leurs traces horitoiltales 
paraUeies, et leurs traces venicries^noil parall^»« 

Lors<pie deux plans sent men^s suiyant deux droilas pa* 
rriieiesy lew inierseetion est. parall^le k ees .drokes ; done 

Fig. 40. 1-inlerseollott des deux plans donnas aaa^ b^V sera paral- 



ttle mil trtces^horizoBtaleg aet^ b/3 ; done la projection ho- 
foonUde tm de cette intersection est ^alement paralltte ^ 
COS traceSi et ea projection verticale m'n' est parallMe \k la 
Ggne de terre. 

il® Lea traces des deux plans .donnas sont respective- 
ment parallMes entre elles y saos 6tre parallMes k la lignc 
dtt terre* 

Soient las traces ^a, a'oi respeotivement parallMes aux 
traces b^f b% II est ^dent que les. plans donnte sont 
parali^s» et qu'il n'y .a pas 4ieu de chercher leur inter- 
section. 

12® Les deux plans donnas rencontrent la Ugne de terre 
an'mteie point* . 

La Gonstmetion gto^rale <tant en d^faiit, on y supplte^ 
eomine dans lea cas 8® et 9<^, en covpant les deux plans 
donnte par un plan auxiliaire , et clherchant les projections 
dn point commun anx intersections du plan auxiliaire avec 
ks deux plans donnas ; ce point appartient ^videniment k 
rintersection cherch to ; et cooune le point oil ces mfimes 
plans rencontrent la Ugne de terre appartient aussi k rin- 
tersection , il s'ensttit que oett^ droite sera complttement 
ditcrminto. 

La construction, qui.ne diffire pas essentiellement iB 

eelle qni a £t^ eifectu^e fig. 38| est indiqu^e dans la fig. 41 ; 

« 

et Ton trouve peur intersection des. plans uaa'f b^b'^ la 
droite projet^e suivant ahf ah'. 

13® L'uo des plans donnto est parallile au plan horl- 
xontal; Tautre a ses deux traces en Ugne droite (aprka le 
rabattement du plan vertical sur le plan horizontal). 
• Solent x'y' le premier plan, et moan' le seeondi Le point Fk. 4&, 
wlf oil ae coupent lea traces verticales des deiix plana 
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donnas , est la trace vertickle de leur intersection. D'afl- 
leurs, cette droite doit itre paraMle k am (5^) ; done les 
deux projections de intersection sont ns parallfele k am^ 
et x'y' parallMe k xy. 

14^ Ghacun des plans donnas a sqs deux traces en ligne 
droite. 

Fig. 45. Soient odLa'y haV les deux plans. Le point m^ oii se ten- 
contrent k la fois les traces verticales et les traces horkon- 
tales deuces deux plans, repr^^ente la trace verticale et 
la trace horizontale de rintepsectiou chereh^e. Gonsid^r^ 
comme trace verticale de Tintersectiou , ce point m' se 
projette hoi:izontalement en m sur la ligne de terre. Au 
contraire , consid^r^ comme trace horizontale, il a pour pro** 
jection verticale le m^me point m. Cons^quemmenf , I'in- 
tersection des deux plans donnas a ses deux. projections 
confondue^ suivant la droite m'mn perpendiculaire k xy. 
Gette interseiction est done contenue dans le plan nmm' 
perpendiculaire k la lipe de terre ; elle perce les plans de 
projection, Tun 'en m, i'autre au point rabattu en m^ Gon- 
s^quenunent, elle est inclin^e k 45® sur chacun de ces plans. 
. 15®. Ghacun des plans 'donji6s a ses deux traces en ligile 
droite ; et de plus , ces droites se coupeot sur la ligne de 
terre- . / 

Fi6. 44. '^^^^ s^^^ P^f exemple, les* deux plans oaa'et b^b\ Pour 
obtenir leur intersection , on mhne un plan auxiliaire eye' 
parall^le k b^b\ L'intersection de ce plan auxiliaire avec le 
plan aaa' est uue droite projette suivant m'tn perpendi- 
culaire k xy ; done Tintersection des deux plans donnis a 
pour ses deux projections la droite papf parallMe k rn'm, et 
par consequent perpendiculairis a xy. Gette intersection 
perce la ligne de terre en a ; elle -est perpendiculaire k la 
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ligne de.terre; enfin elle est inclin^e a 45^ sur les plans 
de projection. 

i&^ L*un des deux plans donnes est quelconque; Tautre 
passe par la ligne de terre et par un point donn^ hors de 
cette ligne. 

Supposons qu'il s'agisse d' avoir Tintersection du plan 
aaa'y avec le phn assujetti k passer par xy et par le point Fig. 45. 
(m, m'). Si on coupe les deux plans donnas par un plan 
auxiliaire a'jSa perpendiculaire k xy et passant par le point 
donn^ (m, m'), et si Ten suppose que ce plan auxiliaire 
tourne autour de aa pour se rabattre sur le plan horizontal, 
son intersection avec le plan aaa' se rabatti'a suivant ao". 
Quant k Fintersection du plan auxiliaire avec le second des 
plans donnas, on observe que cette intersection est la droite 
qui joint le point j3 au point (m, m') ; done elle a pour ra- 
battaonent la droite j3r; le point o, od se coupent les rabat- 
tements des intersections des deux plans donnas avec le 
plan auxiliaire, est le rabattement d'un point commun aux 
deux plans ; et il n'y a plus qu'k d^termiaer les projections 
de ce point sur les plans primitifs. 

Or, si Ton abaisse oh perpendiculaire k j3fl, et qu'on 
ramfene ho en j3fe' sur j3a', les points fc, h' seront les pro- 
jections du pdint 0. Done les projections de Tintersection 
cberchie seront les droites ah, (M . 

17^ Uun des deux plans donnas est parallMe k la ligne 
de terre ; Tautre passe par la ligne de terre et par un point 
donn^. 

Ce cas rentre dans Fun des pr6c6dents (9®), et il se r6- Fig. 46. 
sout de la mfime manifere, c*est-k-dire au raoyen d*an plan 
auxiliaire, perpendiculaire k la ligne de terre. 

18* L'un des deux plans donnas est parallMe au plan 

3 
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horizontal; Vautre passe par la ligne de terre et par un 
point donn^. 

Fig. 47. Supposons que x'y' soit la trace verticale du plan paral- 
IMe au plan horizontal de projection, et qu'on veuille ayoir 
rintersectiou de ce plan avec celui qui passe par la ligne 
de terre et par le point (m, m'), U est clair que cette inter- 
section est parallfele h la ligne de terre ; qu'elle a pour pro- 
jection verticale x'j/'; et que, par consequent, il suffit de 
construire; un point de sa projection horizontale. G'est k 
quoi Ton parviendra au moyen du plan auxiliaire m^'y 
perpendiculaire a la ligne de terre. On trouve ainsi, pour 
projection horizontale de Tintersection, la droite oo, 

19^ L'un des deux plans donnas a ses deux traces en 
ligne droite; T autre passe par la ligne de terre et par un 
point donn6. 

Fig. 48. Le point a. oix le plan aaa' rencontre ory, appartient nd- 
cessairement k Tiutersection de ce plan et de celui qui 
passe par xy et par le point^(m, m'). Pour avoir un second 
point de cetie intersection » OU' conduit par (m» m') un plan 
mj3m', perpendiculaire k xy. Ce plan coupe les deux plans 
donnas suivant deux droiies qui , en rabattement , sont les 
lignes a'a"o et |3rb. Leur point de concours o est le rabat- 
tement d'un point commuu aux deux plans doan6$; et comme 
les projections de ce point sont h et h\ les droites ah et 

m 

ah' sont les projections de Tintersection demand^e* 

pROBufama VI. 

Delerminer le point d'inteneetion de tro» plans donnii. 

42. Les trois plans donnas, combines deux k deux, d6- 
terminent, par leurs intersections, trois droites qui daivent 



pittser par le point demand^. On cherehe done, pw le pro- 
bl^me pr6cMent , les projections de ces trois droites ; ei 
quand les constructions sont faites exactement, les trois pro- 
jections horizontales passant par un m£me point o, qui est la 
projection horizoutale du point eherch6 0; les trois projec* 
tions verticales se eoupent aussi en unm£me point o\ qui 
est la projection verticale du point ; et enfin la droite oo\ 
qui passe par les deux projections du point 0, est perpen- 
diculaire k la ligne de terre. Ces constructions sont repr6- 
sentees sur la figure 49. 

43. Cos particuliers. 1° Le premier plan est quelconque, 
le second estparallfele k la ligne de terre, et le troisi^e 
est horizontal. 

Le premier plan nam' coupe le plan parallMe k la ligne Fig. 50. 
de terroi et dont les traces sont afr, a'b'^ suivant une droite 
qui a pour projections ns^ rm'. Le m£me plan nam' coupe 
le plan horizontal x'y' suivant une droite qui a pour pro- 
jections les lignes qv^ x'y'. Les points o et o' oil les pro- 
jections horizontales et verticales de ces deux droites se 
rencontrent^ sont les projections du point demandii. 

Pour que la construction soit faite aveo exactitude , il 
faut, comme cela a lieu dans la figure, que les projections 
horizontal et verticale de T intersection des deux plans 
(ab^ a'b') et x'y'^ passent fespectivement par les deux 
points et o'» 

i^ Le premier plan est horizontal^ le second a ses traces 

en ligne droite , et le troisifeme passe par la ligne de terre 

et par un point donn^. . 

J 'engage le lecteur k' faire T^pure de ee cas particulier. 

3® Les trois plans ont leurs ^aces verticales paralKles 

entre elles. 



36 TRlITti fiLfiHBRTAIRB 

Dans ce cas, les trois plans se coupent deux k deux sui- 
vant trois droites paralliles aux traces verticale», et, par 
consequent, parall^les entre elles. lis pourraient eneore se 
couper tous les trois suivant une seule droite, parallMe k 
ces monies traces. 



Troaver le point dinteneetlon d*ane drolte et fair plan. 

44. Les constructions qu'il faut effectner pour r^soudre 
ce probl^me sont les suivantes : faire passer par la droite 
uil plan quelconque ; chercher Tintersection de ce plan avee 
le plan donn^ ; et enfin determiner le point de rencontre de 
cette intersection et de la droite donn^e. Ce point est celui 
qui r^pond k la question. 

Le plan auxiliaire que Ton fait passer par la droite pent 
avoir une position quelconque ; mais la construction etant 
plus simple quand ce plan est perpendiculaire k I'un des 
plans de projection , c'est cette solution que nous aliens 
d'abord d^velopper. 
Fig. 51. 45. Soient aa, aa' les traces du plan donn^, et be, 
Vc' les projections de la droite. Prenons pour plan auxi- 
liaire le plan vertical qui projette la droite sur le plan ho* 
rizontal : sa trace horizontale sera be, et sa trace verticale 
sera {mi' perpendiculaire ^xy.TSM point a, oil les traces hori- 
zontales du plan auxiliaire et du plan donn6 se rencontrent, 
abaissons op perpendiculaire k xy ; menons pm' : cette 
demifere droite sera la projection verticale de Tintersection 
des plans aaa' et cbm'. Or, la projection verticale du point 
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cherch^ doit se trouver sur pm' et sur la projection verti- 
cale b'e' de la droite donn^e; elle est done en o'. 

Quaut k la projection horizontale du mime point , elle 
sera ^videmment en o, k Tintersection de la projection ho- 
rizontale be avec la perpendiculaire men^e par le point o' 
k la ligne de terre. 

Remarquons que Ton pourrait construire directement 
cette projection horizontale o, en coupant le plati axa' par 
le plan 6'cV qui projette la droite (fcc, bV) sur le plan ver- 
tical. 

Lorsque les constructions que nous venous d'indiquer 
auront £t^ faites exactement, les deux droiites qr, be et la 
perpendiculaire o^o k xy, passeront par uu m6me point o. 

46. Nous aliens maintenant indiquer les constructions 
qu*il est n6cessaire d'effectuer lorsque le plan auxiliaire 
qu'on fait passer par la droite donn^e a une position quel- 
conque. Pour qu'un plan contienne une droite, il suffit que 
les traces du plan passent par les traces de la droite ; on 
eommence done par determiner les traces c et e^ de la droite Fig. 52. 
donn^e- (frc; b'e'); on les joint ensuite h un point /3 pris a 
Yolont^ sur xy ; et le plan cj3c' renferme- la droite donn^e. 

On cherche en troisifeme lieu intersection (ftp, hy) du 
plan e^' avec le plan donn6 aoui\ et les points o et o', oh 
les projections de cette intersection coupent les projections 
de la droite denude , sent les deux projections du point de- 
mande. 

Conune verification^ il faut que la droite oo'^ qui joint ces 
deux projections, soit perpendiculaire a xy. 

47. Cos particutiersi 1® Le plan donn6 est quelconque; 
la droite est parallile k la lipe de terre. 
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Fig. 55. Soient msl' le plan donnA, et (ftc, Vt') la droHe domi*e, 
laquelle est paralUle k la ligne de terre. Pour obteuir le 
point oil la droite perce le plan , coupons celui-ci par le 
plan horizontal Vc'^ lequel contient ^videmment la droite 
donn^e. L'intersection du plan auxiliaire avec le plan doun^ 
ao^a'y est parall^le k la trace horizontale de ce dernier plan, 
et ses projections sont fr'c' et p^ parallMe k aa» Le point 
0, oil la projection horizontale fq de Tiutersection coupe la 
projection horizontale he de la droite donn^e, est la projec- 
tion horizontale du point demand^. Quant k sa projection 
verticale, on Tobtient en abaissant.du point o uue perpen- 
diculaire sur xt/, et en la prolongeant jusqu'k sa rencontre 
en o' avec la projection verticale ft'c' de la droite donn^e. 

. On peut avoir une verification en determinant directe- 
ment la projection verticale du point cherche. A cet effet, 
on in^ne par la droite donn^e un plan perpendiculaire au 
plan horizontal; ce plan auxiliaire, qui est parallile au plan 
vertical, coupe le plan donn^ oolq! suivant uue droite (be, 
^o'\ parallMe \<xa!\ et le point o\ oil la projection verti- 
cale W de cette ligne rencontre Vc\ est la projection ver- 
ticale du point demand^. Quand les constructions sont bien 
faites, les trois droites Vt\ ko' et oo' so coupeiit au m£me 
point o^ 

3^ he plan donn^ est quelconqne ; la droite est horizon- 
tale. 
Fic. 54. Le plan donn6 est axa'; la droite donn6e a pour projec- 
tion horizontale une droite quelconque bc^ et pour projection 
verticale b'c' parallfele k xy. 

L'intersection^du plan vertical auxiliaire eba' avec le plan 
donue aaa' a pour projection verticale la droite pa'; le point 



o\ oil j»o' ffiicontre h't\ est la projection verticale dn point 
cherche; sa projection horizontale est en o, kTintersection 
de he et de la perpendiculaire \ xy men^e par le point o^ 
En cherchant Ik projection boHzontale ro de Tintersection 
du plan axa^ avec \e plan qui projette la droite sur le plan 
vertical, on obtient une verification tout k fait analogue 
k celle qu*on a obtenue dan& le cas particulier precedent. 

3^ Le plan dorui^ est quelconque ; la droite est perpen* 
diculaire k l*un des plans de projection, au plan horizontal, 
par exemple. 

La droite donniie ^tant verticale , sa projection horizon- 
tale se r^duit a un point o, qui est la projection horizontale piQ, 55, 
du point cherche ; et la projection verticale de cette droite 
est pq perpendiculaire k xy. Pour coilstrulre la projection 
verticale du point cherche , on mine un plan vertical dca' 
par la projection horizontale de la droite donn^e ; ce pUn 
reste indetermine » car sa trace horizontale dc n'est as- 
siijettie qu*& passer par le point \ sa trace verticale ca' 
est perpendiculaire kxy. Si on abaisse dh perpendiculaire 
ii xg, la droite ha^ sera la projection verticale de Tinter* 
section des pl4ns aaa' H dca'; et le point 0' de rencontre 
des lignes pq et ha' sera la projection verticale du point 
oik la verticale donnee rencontre le plan awx'. 

Remarque. Le cas particulier que nous venous de traiter 
peat aervir ii re^oudre cette question : ComaissaiH Vune 
des projections (fun point situd dans un plan dormiy iron- 
ver V autre projection. En effet, on pent <;onsiderer le point 
eomme la projection horizontale d'un point situ6 dans 
le plan donne om', et il est evident que ce dernier point 
doit toe riDlersection du plan aota' avec la verticale eievee 
en 0* 
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4^ |ja droite donn^e est quelconque; Id., plan est hori- 
zontal. 

Fig. 56. La droite (ab, a'b^) reucontre le plan horizontal x'y' en 
un point (o, o'), dont la projection yerticale est 6videmment 
I'inlersection de a'b' et de x/y'. II n y a done pas lieu de 
recourir k un plan auxiliaire. 

5^ La droite est quelconque ; le plan est parallele k la 
ligne de terre. 

Fig. 57. ^ On veut avoir Tintersection de. la droite (aft, a'b') avec 
un plan parallMe k xy et dont les traces sont pq, p'q'. On 
congoit le plan qui projette la droite sur le plan vertical ; 
ce plan a pour trace verticale a'b' et pour trace horizon- 
tale a'^ perpendiculaire k xy. L'intersection de ce plan 
avec le plan donn^ a pour projection verticale a'b' et pour 
projection horizontale la droite $t. Le point o, ou cette 
ligne. st rencontre la projection horizontale ab de la droite 
donn^e, est la projection horizontale du point demand^. Si 
Ton veut obtenir directement la projection verticale de ce 
point , on fait passer par la droite donn^e le plan qui la 
projette sur le plan horizontal; on cherche Tintersection de 
ce plan avec le plan doting ; et le point o^ oil k projection 
verticale ft'r' de cette intersection .coupe la projection ver- 
ticale a'b' de.la droite donn6e, est celui que Ton demande« 
Comme verification, oo' doit Atre perpendiculaire k xy. 

■ 

&* La droite est horizontale^ le plan est parallMe au plan 
vertical de projection. 
Fig. 58. La droite donn^e ^tant horizontale, a pour projection 
horizontale une droite quelconque ab , et pour projection 
verticale a'b' parallele ^xy; le plan donn^, qui est pa- 
ranoic au plan vertical, n*a qii'une seule trace, laquelle 
est pq parallMe k a;^. II est Evident que le point o^ oil ah 
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et p9 se coupent, est la projectioa horizontale du point oili 
la droite peree le plan ; sa projectioa verticale est o', point 
d*intersection de o h et de a'b\ . 

7® Le plan donn6 est quelconque ; la droite est dans un 
plan perpendiculaire a la ligne de terre. 

Soient oxa' le plan donn6 , et aj3a' le plan perpendicu- Fig. 59; 
hire a xy et dans lequel se trouve la droite donn^e. Pour 
que cette droite soit d^tennin^e, it faut que Ton donne les 
projections m, m' et n, n' (15) de deux de ses points. Gela 
pos^ , nous aliens faire toumer le plan a^a' autour de sa 
trace horizontale a|3 pour le rabattre snr le plan horizon- 
tal, de mani^re k avoir sur ce dernier plan les rabattements 
de la droite denude et de Tintersection des deux plans 

n est facile de voir que MN est le rabattement de la 
droite donn^e , et que I'intersection des plans axa\ oj3a^ 
laquelle est Thypot^nuse d'un triangle rectangle dont les 
cdt6s sont aj3 et |3a^ a pour rabattement la droite ap. Le 
point 0, oil se ^oupent les lignes MN et ap^ est le rabatte- 
ment du point d'intersection de la droite et du plan don- 
nas. Pour avoir les projections de ce point, il faut replacer 
le plan a/3a' dans sa position primitive en le faisant tourner 
de nouveau autour de a/3 , et oii obtient ainsi les points h 
et h'y projections du point cherch^. 

8^ La droite donn^e est quelconque ; le plan a ses traces 
en ligne droite. 

Soient [ah, a'V) la droite donn^e, et cm' le plan donn^. Fig. 60. 
En joipant les traces a et h' de la droite donn^e avec un 
point j3 pris arbitrairement surxy, on obtient un plan a^V 
qui renferme la droite. L'intersection de ce plan avec le 
plan donn^ cac' a pour projections les droites cp et c'p'. 
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Les pointo o , i>\ oii dies rencontrent respectivement les 
deux projections afr, a'b' de la droite donntei sent les deux 
projecUops du point cherch^. 

La droite oo' doit toujours, comme verification, dtre per- 
pendiculaire k xt/. 

^ La droite donn^e est parallMe a la ligne de terre; le 
plan a ses traces en ligne droite. 
Fig. 61. Le plan horizontal a'^^ qui projetle la droite sur le plan 
vertical, coupe le plan cac' suivant une parall^le \ ca^ la<* 
quelle a pour projection verticale a'h\ et pour projeotibn 
horizontale la ligne cHh parallde a col. Le point o, oik e^A 
rencontre la projection horizontale de la droite donn^e, est 
la projection horizontale du point cherch^. Sa projection 
verticale est en o', k Tintersection de a'6' et de ou'^perpen* 
diculaire a xy. 

Pour avoir une verification , on con^oit le plan ah qui 
projette la droite donuee sur le plan horizontal ; ce plaa 
coupe le plan coaa' suivant une parallfele a oc', laquelle a 
pour projections ah et c"W parall^les k oc'. Pour que la 
construction soit fuite avec exactitude, il faut que c"h' 
passe, par le point o' dejk determine. ' 

10® La droite est dans un plan perpendiculaire a la ligne 
de terre; le plan a ses traces en ligne droite. 
Fig. 62. Soit axc^' le plan donne, et soient (m, m'), (n, n') deux 
points de la droite donnee, laquelle est situee dans le plan 
m/3m^ perpendiculaire k j;t/. Si on fait tourner ce plan 
autour de sa trace horizontale m|3, -pour le xabattre sur le 
plan horizontal ,. on obtient MN pour le rabattemeut d^ 
cette droite. Quant au rabattement de Tiutersection du plan 
aaa' avec le plan m/3m^ coijame la portion .de cette inter- 
section comprise entre les deux plans de projection est 
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lliypot6nii8e d'un triangle reetaogle ispscMe dont le cAt6 
eu^h'f on Tobiient en d^crivani du point ^ cooime centre, 
avec /3ft' pour rayon, Tare h'hf et menant la droite k'h. Le 
point f , oili se coupent les deux rabattemeuts , est le rabat- 
tement du point cherch^. Pour obtenir lea deux projections 
ei0' de ce point, il ai^t d'op^rer comme nous ravens fait 
plusieurs fois. 

11^ La droite eat quelconque ; le planpasae parla ligue 
de terre et par un point donn^. 

On veut avoir, par exemple, intersection de la droite (ab, Fig. 63. 
a'b') avecle plan qui passe par xy et par le point (m, m'). 
On cherche d'abord les traces a et b' de la droite donn^e , 
OQ les joint k un point quelcoiique. a de xy , et on obUent 
an fiadk aah' dans lequel se trouve la droite. On cherche 
ensuite Tintersection de ce plan avec le plan donu^ Pour 
cela, on emploie le plan m|3m' perpendiculaire k sy et 
passant par le point donn^ (m, m'). Ge plan auxiliaire 
coupe ie plan oaV suivant une droite qui a pjour rabat- 
tement la lipe c^c; et il coupe le plan donn^ suivant 
une droite rabattue eu /3r. Les deux lignes d'c et /3r s^ 
rencontrent en un point k dont les deux projections sont o 
ti o' ; done ao et ao' sont les projections de Tintersection 
du plan donn^ et du plan aoib' conduit par la droite den- 
ude. Done enfin, les points « et «S oil ofo et o^' coupent 
respectivement les projections ah et a'V de la droite don- 
D^e^ sont les deux projections du point demand^* • 

Gomme verification » la droite m' doit 6tre perpendicu- 
laire k syi 

12^ La droite est horizontale ;. le plan passe par laligne 
de terre et par un point donn^. 

Soit (ak» Wb') la droite horiiontale dont on vettl avoir Fig. 64. 
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Fintersection aVec le plan qui passe par s>y et par le poiut 
donn^ (m, m'). Goncevons le plan horizontal a^b' qui pro- 
jette la droite sur le plan vertical , et cherchons son inter- 
section avec le plan donn^. Cette intersection est ^videm- 
ment parallMe k xy ; done il suffit de pouvoir en determiner 
un point. A cet effet, menons le plan m|9m^ perpendicu- 
laire k xi/ et passant par le point (m, m^ ; ce plan eoupe 
le plan horizontal a'b' suivant une perpendiculaire au plan 
vertical, projet^e en c\ et rabattue emfd; et il coupe le 
plan donn6 suivant une droite rabattue en |3r. Le point 
Oy oil se coupent les lignes cfo et /3f , est le rabattement 
d'un point de Tintersection des deux plans. II est facile 
de voir que ce point a pour projections le» points c et c'; de 
sorte que les droites a'b' et sco, parallMes a xy, sont les 
projections de Tintersection du plan donn6 avec le plan 
horizontal a'b'. 

Le point s d'intersection des droites sco et ab est la pro- 
jection horizontale du point cherch^ ; sa projection verticale 
est en s' k Tintersection de a'b' et de la perpendiculaire 
k xy menie par le point s. 



Par DD point ionni, mener one panlUle ft one droite domi^. 

Fig. 65. 48. Soient c, c' les projections du point donn6/ et aft; 
a'b' les projections de la droite donn^e. La droite cherch^e 
passant par le point donn6, les projections de cette lipe 
doivent passer par les projections e, e' du point donn^ ; d*ail- 
leurs, les projections de deux droites parallMes sont paral- 
IMes (25). On conBtruira done les projections de la droite 



demand^e en menanty par les projections c, c' dn point 
donn£, des parall^les cd, e'd' aux projections ab, a'V de 
la droite donn^e. 



roBe da pnq«ti(Mtt foM droite sitaie dans mi plai doiuii, 
troover f aoln pNjeeiion de eette droite. 



49. Snpposons, par exemple, qu'on donne la projection 
horizontale de la droite , et imaginons qu'on ^l^ve un plan 
vertical par cette projection : il est clair que Tiutersection 
de ce plan a?ec le plan donn6 sera la droite dont on veut 
trouver la projection verticale. La question se r^duit done 
4 determiner Tintersection du plan donni avec un plan ver- 
tical. 

Solent e^' le plan donni6 , ab la projection horizon** Fig. 66. 
tale donn^e. Le plan vertical eiev6 suivant ab a pour trace 
horizontale la droite aft/et pour trace verticale la ligne bV 
perpendiculaire k xy. II coupe le plan donn^ suivant utie 
droite qui a pour projections aft, a'V ; done a'V est la 
projection verticale demand^e. 

50. Cas particuliers. 1^ Le plan est perpendiculaire au 
plan vertical de projection. 

Alors la projection verticale de la droite se confondavec 
la trace verticale du plan. 

2^ Le plan est perpendiculaire a la ligne de terre. 

Dans ce second cas , la droite dont on donne Tune des 
deux projections, est tout k fait inddtenmn^e. 



phobiiAkb k. 

Faire passer an plan par trois points donnes. 

51 . Pour resoudre ce probli^aie , on joint deux k deux 
les trois points donnes ; on obtient ainsi trois droites qui 
sont tout enti^res dans le plaa cherch6. On determine les 
points oil ces trois droites rencontrent les plans de projec- 
tion : on connait alors trois points de chacune des traces 
du plan. Si les constructions out et^ faites exactement, l^s 
trois points appartenant k chaque ^'ace devront 6tre en 
ligne droite , et les deux traces devront se couper en un 
m£me point de la ligne de terre ; ce qui fournira trois T^ri** 
fications. 

Dana la pratique, on se contente de construire les pro- 
jections de deux des trois droites, et de chercher une seule 
U*ace de Tune de ces deux droites et les deux traces de 
r autre, 
p, ^- Soient a, by c ies projections horizontales des trois points 
donnas, et a\ {»^ c' les projections verticales des mfimes 
points. Les trois droites AB, AC, BC qui*, dans Tespace, 
joignent deux a deux les trois points donrnSs, out pour pro* 
jections horizontales ab, ac, bc^ et pour projections verti- 
cales a'b\ a'c\ fr'c'. Ces droites percent le plan horizontal 
aux points m, n, p, et le plan vertical aux points q, r, 
8. Par consequent, la trace horizontale du plan cherch^ 
passe par les points m, n, p; la trace verticale passe par 
les pohits 9, r, s; et si la construction a ii6 faite avec 
exactitude , ces deux traces doivent couper la Hgne de terre 
en un m^ine point a.. 
52. Cos partkuUers. 1® Si Tune des trois droites (pii 
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joignent les points deux a deux est paiinUMe it Tun des 
plans de projection, au plan horizontal, par example , elle 
n'a pas de trace horizontale ; mais , dans ce cas , le plan 
cherch^y passant par cette droite horizontale, coupe le plan 
horizontal suivant une parallMe h cette meme droite ; d*oft 
il r^sulte que la trace horizontale du plan est parallMa k la 
projection horizontale de la droite. On a ainsi une nouvelle 
verification. 

2® Quand une des droites est parallMe k la ligne de terre, 
le plan cherch^ est hii-m^me paraU^le a la lipe fle terre ; 
par cons^qnent/ses deux traces doivent 6tre parallMes k la 
ligne de terre. D*ailleurs, elles doivent contenii: lea traces 
des deux autres droites. 

3^ Si les trois droites 6taiei)t parall^les k Tun des plans 
de projection, au plan hofrizontal^par exemple, le plan de 
ees droites, qui est celui des trois points donn6s, serait 
horizontal ; sa trace verticale serait done parallMe h la lipe 
de terre et passerait par les projections verticales des trois 
points donn^St 

p 

Faire puser bb pba par deu droites qai w eoapoit, ou par dm drwUa 

paralldei. 

53. Ge problfeme rentre dans celui que nous venons de 
traiter; ,car si on cherche les traces des deux droites, qu'on 
joigne les traces horizontales par une. droite, et qu'on op&re 
de mSme pour les traces verticales , on aura les deux traces 
du plan demand^. Gomme verification, il faut que ce3 traces 
se coupent en un m6me point de la ligne de terre. 



J 
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54. €as paxtkttUers. 1^ Les deux droites donnas sent 
parallMes k la ligne de terre. 

Dans ce cas particulier, la construction g^n^rale qui 
vient d'etre indicpite est en d^faut, mais alors le plan cher- 
ch£ doit 6tre paraUfele h la ligne de terre, et, par cons^ 
quent, ses traces doivent £tre parallMes k cette ligne (18). 
n sufBt done de trouver un point de chacune de ces traces. 
A cet effet, on prend un point sur Tune des droites et un 
point suf Tautre ; on joint ces deux points , et la droite 
qu'on obtient ^tant tout enti^re dans le plan cherch^, 
ses points' de rencontre avec les deux plans de projection 
d^terminent un point de cbaciine des traces du plan de- 
mand^. 
Fig. 69. Soient done aby a'b' les projections de Tune des droites, 
et cdy c'd' les projections de Tautre droite ; on prend deux 
points quelconques v[i et n sur les projections horizon- 
tales cd ei ab; de ces points on abaisse des perpendicu* 
laires k xy et on les prolonge jusqu'k leur rencontre en 
m' et n' avec les projections verticales des deux droites 
denudes. On obtient ainsi deux points (m, m') et (n, n'), qui 
appartiennent respectivement aux deux droites denudes. La 
droite men^e par ces deux points est tout entifere dans le 
plan demand^; par G;Qns^quent, les traces h et v^ de cette 
droite appartiennent aux traces de ce plan, qu'on determine 
en menant par les points h et v' des parallMes hq et v'p k la 
ligne de terre. 

^ Les deux droites denudes se coupent en un point u^ 
situ^ sur la ligne de terre. 

La construction g6n^rale est encore en d^faut; mais le 
plan chercy devant passer par le point a, il suffit de trou* 
ver un autre point de chacune de ses traces ; pour cela, on 
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prend un jioint sur chacune des deux droites donates ; on 
les joint par une dcoite, dont les traces' sont les deux points 

ft 

ckerch^. La construction fest effectu^e dans la figure 70. 

PaOBZ.ll^M8 zxz. 

Pv n poiit iwot e( par one droite domiie, faire passer nn plan. 

55. Le plan chercl)6 devant renfermer le point donn^ et 
la droite dounde, couUeudra la parallMe a cette droite, qui 
serait men^e par le poiiU donn6. Si done on m^ne cette 

ft 

parallMe, on sera ramen6 au probl^me pr.6c^dent» c'est-a- 
dire, k faire passer un plan par deux droites parallMes. 

Le point donn6 a pour projections o, o\ et la droite Fig. 68. 
donuee est (ab, q'b');h p.arallMe k cette droite, men^e par 
le point 0/ a pour projections cd,. c'd'; les traces horizon- 
tales djss deux droite^ sont a et c, et leurs traces verticales 
sont b' et d' ; par cops^quent, le^plan cherch^ a pour trace 
horizontale 00, et pour trace verticale Vd\ Comme verifi- 
cation y ces den^ traces doivent se couper .en un m&ne 
point a de xy. 

Au lieu de meaer^ par le point donn^, une parallile k la 
droite donn^e , on pourrait faire passer par ce point une 
droite quelconque, coupant la droite donn^e en un point. 
On reloiid)erait ainsi sur le preniier cas du probl^me XI. 

PiUlBLftMB XZZX. 

Par niie droite donuee, faire passer an plan paraO^le a une droile donnee. 

56. On sait que si une droite est parallMe k.une droite 
ntn^ dans un plan, elle est parallMe k ce plan. Si done on 

4 
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Fig. 71 . preii'd on point {o, o') 8ur la premiere droite {cA^ e'd') ; que 
par ce point on mtoe.une parallMe {pq, p'q^ 11a seconde 
droite (ab, a'b'); et qu'on fasse passer un plan q'(xd par 
la premiere droite et par la parallMe k la seconde, on aura 
le plan demand^. 

57. Cas particulier. Lapremifere droite est quelconque; 
la seconde est parallMe k la ligne de terre. 

II est clair que , dans ce cas , le plan ch^rch6 doit £tre 
parallMe k la ligne de terre ; done ses traces sont parallMes 
k cette ligne. Et comme ces traces passent par celles de la 
droite donn^e , elles sont coinpl^teinent d^termin^es. 

»• 
Par an point donni , mener on plan parallMe ft itvx draites donn^es. 

58. Si par le point donn£ on mfene des parallMes aux 
deux droites donn^es*^ on aura deux droites qui seront tout 
enti^res dans le plan cherch^ , . et dont les traices suffiront 
pour determiner les traces deee plan. 

L'^pure est la m£me que celle du pr6l)I^me XIII. . 



Haner, par un point donn6, uqe. droite qni renconlfe dem MU$ domiaai, 

59. Faisons passer deux plans, Tup par le point donn6 
et la premiere droite , Tautre par le point donn6 et la se- 
conde droite; construisons ensuite T intersection de ces 
deux plans. Cette intersection est une droite' qui passe par 
le point donn6 et qui rencontre les deux droites donntes ; 
^e e&jl done U droite demandie. 



Q e) o'.lto projections du point doBoi, et soiont Fio. 73 
ub et a'b\ td %X c'i' celles des deos droites* Si on effectue 
les eonstnictioas qui viennent d'fttre indlguies* on trouTt que 
les traces du plan qui passe par le point [O9 0') at par la 
droite (aft, %'b')^ aont fa et aq'i que les traces duplan qui 
passe par le point (0^ 0^ et par la droite (U. p'd') , lont 
t^^flf'; et que rintersection des deux plans a pour, pro* 
jec|ions kh et WW. Gette intersection doit satisfaire aux 
treis conditions suivantes : 1^ elle doit passer au point 
donnd I ce qui exige que ses projections khy WW passent 
respecUvement par les projections i^, <^' du point; %^ elle 
doit reueontrer la preoui^re droite donoj^e [gk 1 WW) \ ee 
qui exige que les points > et iS od se epupenties pfojec* 
Uoiis horiasontales et les projections verticales de ces deux 
droites, $e trouvent sur une.mtaie perpendieuUire ti^ k 
xy $ 3^ eUe doit pareill^neni rencentrer la seconds droite 
dosage; et Q fiiut pour cela que les points de rencontre 9 
el W des prelections horizontatei iUk, ci et des projeo- 
tions verticales WWy c'd' soient sur une m6me perpendieu- 

« 

laire tW ^scy.* 

60.^ C§$ fOTtiwikr. /engage le lecteur k traiter le cas 
particidier suivant : ttener, par un point donn^, une droite 
qui renicontM une droite paraUile au plan horizontal^ etune 
droits parallible k la ligne de t^rre* 



Par mt pdnt donai, neaer mi friao pimflile i bb ^ d«nai. 

61 1 Prenons, dins le plan donn^, une droite queleenque, 
el flsenons par le poiat donn6 une paraiUle k cette dreile. 
Gette parallfele devra 6tre tout enti^re dans le pia« eher- 
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ch^ ; par suite , ses traces d^termineront un poist de eha- 
cuiie des traces de ce plan; et comme ces deriii^res traces 
doivent 6tre pai-all^les k celles du.plan donn^, elles.seront 
compl^tement d^tennin^es. 

Fig. 73. Solent (o,* o') le point donn6^ et axa' le plan donn^. On 
prend k volont^ un point n sur la trace horizontale aa de 
ce plan, et un point m' sur sa trace vertlcale aa'^ on coa- 
strult les projections nm^ m'n' d'une drolte ayant pour 
traces les points n, m' (probl^me II) : cette droite est sito^ 
dan« le plan aaa'. Par les projections o et o' du point 
doun6, on m^ne hc^ Vc' respectivement parallMes k mn^ 
ih'n\ et Ton a ainsl les projections d'une droite situ^e 
dans le plan cfaerch^. En construisant les traces c, ft' de 
cette droite et en menant par ces traces des droites c^f 
h'^ respectivement parallMes ^ oa, aa\ on a les traces 
du plan demand^. Si le plan donn^ n'est pas parallMe k 
la ligne de terre , ce qn*on suppose ici , les deux traces 
c^y b'^ doivent concourir en un m£uie point /3 de cette 
ligne. ' . 

62. La construction que nous venous d'indiquer peut 
£tre simplifi^e , quand le plan donn^ n'est pas parall^le k 
la ligne de terre. En effet, au lieu de mener par le point 

Fig. 74. (o, o') uneparallMe k une droite quelconquesitu^e dans le 
plan donn6 aaa', menon^ par ce point une parallMe k la 
trace horizontale aa de ce plan.. La projection horizontale de 
cette paraMe est la droite od parallMe kca, et sa pro- 
jection vertic^le est o'd' pafa.Me k xy. La trace verticale 
d' de la droite (od , o'd') est un point de la trace verticale 
dn plan cherch^ ; on obtient done les deuk traces de ce plan 
en menaat par d' la parallMe b'^ k m'^ et menant ensuite 
j3fr parall^le kua. . 
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63. Cos partieuliers. l^- Le plan donn^ est parallMe k 
Tun des plans de projection, an plan horizontal, par exemple. 

Le plan chercy doit £tre horizontal ; done il n'a pas de 
trace horizontale ; et sa trace verticale e'd' s*obtieut en me- Fig. 75. 
nant,. par la projection o' da point donn6, une parallMe 

^ Le plan donn^ est parallMe k la ligne de terre. 

Soient o, o' les deux projections ..du point donn6, et db^ Fig. 76. 
a'b' les deux traces du plan donn^. En s^pliquant la con- 
struction g^n^rale, on trouve que les traces du p\an cherch^ 
sent qh et p'k' parallMes k xy. 

3^ Le plan doan^ a ses traces en ligne drpite. 

Soient (a, o') le point donn^, et aaa' le plan donne. Si Fig. 77. 
on mine par (o, o') une parallile k la trace horizontale aa 
du plan aaa', cette parallMe aura pour projection horizon- 
tale oc parallile k oa, et pour projection verticale o'c'; d'oii 
Q suit que la parallile c'jSJ k a'aa^ determine le plan de- 
mand^. Si Ton vent avoir une verification, on peut chercher 
directement un point de la trace horizontale, comme on en 
a trouv^ un de la trace verticale ; c'est-k-dire qu'on minera 
parie point donn6 uneparallMe k aa^ laquelle a pour pro- 
jections od et o^d\ et qu'on d^terminera la trace horizontale 
d de cette parallMe. Le pdnt d appartient k la trace hori- 
zontale du plan cherche ; et, comme verification, il doit se 
trouver sur la droite c^/3d. 

4P Le plan donn^ passe par la ligne de terre et par un 
point donne. 

Supposons que, par le point donne (o, 0% on veuille Fig. 78. 
conduire un plan parallMe k celui qui passe par xy et par 
le point donne (m, m^. 

Le plan. donne contenant la ligne de terre xy, il est clair 
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que te plan chereM est paraUMe ki^, et qoe par cons£- 
quedt H a ses traces parallfeles k eette droite. n suffit done 
de trourer un point de chacune des Iraces de ce plan pour 
qn*il ^oit entiirement d^tennin6. k cet effet, oif prendun 
point quelconque (X de xy^ on le joint au point {m, m^, et 
on obtient une droite (oem, om^, situ6e dans le plan donn^. 
Done la paf allele {oe, o'e') k cette droite, men^e par le point 
{Of 0^, est tout enti^re dans le plan cherch^. Done les traces 
de ce plan sent les droites hp, vq menses paraHMement k 
»y par les traces h, v de h droite {oe, #^e^. ' 
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CHAPITRE ni. 



■ ■•Ito i et pkuM per|^Bdle«latr««* 



■ ! ■ 



AWaer , d*in point doni^ , one perpendkiitaire rar ud pl^m donii^ , et 
dtondier tmoila le pM M la tirilakh graMm )le eette perpendi* 
eiMre. 

. 64. Soient o, o' les deux projeptioQs du point doQQ^, et Fig. 79. 
oolq! le plah donh^. Comme les projections d*une droite 
perpendiculaire sur un plan sont respectWement perpeudi- 
culaires aux traces de ce plan (28), ouobtiendra les pro- 
jections de la droite demand^e , en menant, par les points 
0, o^ des perpendiculaires or, o V aux traces oa, olq! du plan 
donn^. Pour determiner les projectious j?, p' du pied de la 
perpendiculaire , on cherche le point P de rencontre de la 
perpendiculaire OP avec le plan aoea\ Enfin on trouve faci- 
lement (37) la vraie grandeur o^z^ de la distance enlre le 
point donnd (o, o^ el le pied (p, if>) de cette perpendicu- 

65. Com particuHen. 1* Le plan donn^ est parallMe 
ii Yun des pltns de projection, au plan horizontal, par 
exemple. * 

Soient (o, o") le peint donn6, et a'b' la trace yerticale Fig. 80. 
da fiai douA. Gmhm ee pbn est horizontal , la peipen- 
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diculaire denoand^e est verticale ; done elle a pour pro- 
jection horizontale le point o, et pour projection verticale 
la droite a'p' perpendiculaire k xy. De plu^, comme elle 
est parallMe au plan vertical, elle se projette sur ce plan 
en vraie grandeur. 

2® Le plan donn^ est parallMe k la ligne de terre. 

Fig. 81. Soient (o, o') le point dqnn^, et ab, a'b' )es traces du 
plan parall^le k xy, Les projections de la perpendiculaire 
demandee seront ^videmment confondiies suivant la diroite 
oo' perpendiculaire k xy. Pour determiner le pied et la 
vraie grandeur de la perpendiculaire , on fait passer par 
(o, o') le plan fn/3m^ perpendiculaire k xjf : ce plan sera 
perpendiculaire au plan donn^. Si done on cherche inter- 
section de ces deux plans, et que du point (o, o^ on abaisse 
une perpendiculaire sur cette mtersection , on aura la droite 
chercWe. 

« 

Pour eifectuer ces constructions, on rabat le plan m^' 
sur le plan horizontal , comme cela est indiqu^ sur la fi- 
gure. On obtient facilement ainsi les points p et p\ pro- 
jections du pied de la perpendiculaire, et la droite r«, la- 
quelle est la vraie grandeur de cette ligne. 

3^ Le plan donn6 est perpendiculaire k Fun des plans de 
projection , par exemple, au plan horizontal. 

Fig. 82. Soient (o, o') le point donn^, et aaa' le plan donn^. On 
abaisse, des points o, o^ les perpendiculaires op, o'p! sur 
les traces aa, aa' du plan donn6, et on obtient ainsi les 
deux projections ^e la droite cherch^e. Le pi6d de cette 
droite est ^videmment projet6 en p sur le plan horizontal: 
done il a pour projection verticale le point p\ Quant k 
la vraie grandeur de la perpendiculaire, elle est ifgale k 
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la projecdou horizontale op, attendu que ceite perpendicu* 
hire (op, oY) est horizontale. 

4^ Le plan donn^ est perpendiculaire k la ligne de terre. 

Les parallfeles op, o'p' menses k la ligne de terre par Fig, 83. 
les projections o, o' du point donn^, sont ^videmment les 
deux projections ' de la perpendiculaire demand^e. Les 
points p, p\ oil ces parallfeles coupent les traces ao:, aa' 
du plati donn^, sont les projections du point ou elle perce 
le plan. Enfin, la perpendiculaire est representee, en vraie 
grandeur, par Tune quelconque op 6u o'p' de ses pro- 
jections , puisqu*elle est parallMe aux deux plans de pro* 
jeetion. 

5^ Le plan donn^ a ses traces en ligne droite. 

La methode .^^n^rale est applicable. Elle donne lieu k 
I'epure 84 , dans laquelle on a construit directenient les 
projections p et p' du pied de la perpendiculaire abaiss^e 
du point (o, o') sur le plan aaa'. La vraie grandeur de 
cette droite est p'k'. 

6^ Le plan donne passe par la Hgne de terre et par un 
point donne. 

Soit (o, o') le point donne ; et sqpposons qu'on veuille Fie. 85. 
abaisser de ce point .une perpendiculaire sur le plan qui 
passe par o^ et psir le point (m,m'). II est clair que la 
droite cherchee sera contenue dans le plan o|3o' perpendi- 
culaire k la ligne de terre , elt que Ton obtiendra les pro- 
jections^, p' du pied de cette droite , au mojen d'un ra- 
battement. La construction, qui rentri dans celledu cas 
(2<>) , est effectuee €g. 85. 

La vraie grandeur de. la perpendiculaire es^ d'ailleurs re- 
presentee par la ligne OP. 
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• » « 

Hener, par qd point doiiii6, on plan p^rpendiealaire i me droite domie. 

Fig. 86. • 66. Solent o, o' les projectious du point doQn^» et ab^ 
a'V les projections de la drolta donn^e. D'un point quel- 
conque a de ta ligpe de terre , abaissons des perpendicu* 
hires am, am' sur les projections de la droite : ces per- 
pendiculaires sont les traces d'un plan mm' perpendicu? 
laire k cette droite. Si done nous faisons passer par la 
point donn^ (o, o'), un plan b^V parallMe k mam\ ce plan 
sera le plan demand^. 

67. Remarque. En menant, par le point donn^, une 
parallMe i la trace. horizontale du plan cherch6, c'est-k- 
dire une horizontale perpendiculaire k la droite donn^e, on 
aura une droite situ^e dans ce plan.^i done on determine 
la trace vertlcale v' de cette parallWe, on n'aura pas be- 
soin de construire le plan auxiliaire mam'. 

68. Casparticuliers. 1* La droite estparallMe k Vun des 
plans de projection, au plan horizontal, par exemple. 

Pf». 87, Soieni (o, o') le point donn6, et ab, a'V les deux pro- 
jections de la droite donn^e. Cette droite <tant suppostfe 
horizontale* 1« pUn chetch^ sera vertical; done sa trace 
horiz0ntale passera par la projection horizontale o do point 
dran^. D'aiilears, les deux traces doivent £tre respective- 
want perpefidi£ulaires aux deux projections de la droite* : 
eUes eoQt :donc eompl^fenien^ d^termin^es; 

2<* La droite donnee est perpendiculaire k Tun des plans 
de projection , au plan liorisoAtal , par exemple. 

Soient (o, o') le point donn^, a la^ projection liorizefttale, 
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ec dV U proJeefioD yerdcale de la droite donn^e* Le plan 
hotizontal de projection et le plan chercfa6 sont paraU^les, 
comme ' ^tant tons les deiix perpendiculaires \ la droite 
denude. On obtient done la trace verticale du planchercM, 
et pat suite ce plan tui-mfime, en menant par lat projection 
yerticale if dn point donn^, pY ps^rallMe it xy. 

TP La droite donn^e est situ66 dans un plan perpendi- 
cnlaire k la lipe de terre. 

Soient (0,0') le point donn^^ et«<x«' le plan perpeudi* Fig. 89. 
eulaire k la ligne de terre, dans lequel se trouve la droite 
donn^e. Pour que cette droite soit d6termin6e; fl faut que 
Ton eenn^isse les projections m, m' et n, ti de deux de ses 
points. Le plan chercb^ devant £tre perpendiculaire ^ la 
droite {fM^ mV) , il »*ensuii que les traces de ce ^Un sont 
parallMes k la ligne de terra. Done le plan cherch^ est luir 
mfime ^alltie 4 la ligne de terre. G'est ce que Ton peut 
reconnaltre d'nne autre maniir^, en imaginant, par le point 
{0, 0'), une perpeodiculaijpe au plan cad. Cette perpendi- 
culaire y dont les projeetioiff 4ie » oV sont perpendiculaires 
\ cc\ sera parallfele \ xy; d'aiUeurs, elle est conten^e tout 
entifere dans le plan' cherch6 : ce plan est done parall^le k 
la ligne de tefre; 

(Vmht adievep de le determiner, il soffit de Irouvar on 
jpaiai de sa trace horisoataie et un p^ de*sa traee ver- 
ticale. ▲ eet effet, meaons, par le pied (c^ e), de la droite 
{m, o'e)^ ane perpendiculaire k la droite daante : ccttte 
noufella parpeadiculaire sera encore sita6e«daas le plaa 
eiierdie, et. aes traces appartieodrotU auK traces de ce 
pian. Mais. <caflMae oetto droite a aes proj^oas confod- 
dMs saivanl eai^'f A iMit* pour la d^tenauier, recounr a 
un rabattemeai. 
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Supposons done que nous fassions touraer le plan cac 
autour de sa trace horizontale ax y jusqu'ii ce qu'il yienne 
se confondre avec le plan borizontal de projection. Notts 
obtieudrons, par la construction ordinaire, les rabattements 
MN et G de la droite donn^e et du point {c,cy Abaissoos 
GP perpendiculaire ^ MN et prolongeons cette droite jus- 
qu*^ ce qu'elle coupe xy en V et eac' en H; les points V 
et H seront les rabattements des points oil la perpendicu- 
laire abaiss4e du point {c, c!) $ur(mrt, m'n') perce les plans 
de projection. Si done nous ramenons Y en v, et que par 
les points H et t; nous menions Pr et ^t parall^les ^ la 
ligne de terre, ces deux droites seront les traces du plan 
chercb6. 

4<^ La droite donn^e est perpendiculaire k la lipe de 
terre. 

Ge cas rentre dans le pr6cMent. Les constructions sont 
effectu^es dans la figure 90. 



Gomtrnire b plus eonrti distance d'aa point donni i une droite donn^e. 

• 

Fig. 91. 69. Par le point donn6 0, dont les projections sont o, 
ify on m^ne un plan h^V perpendiculaire k la droite donn^e 
{ahy a'h'); on determine les projections p, p' du point 
P oii la droite donn^e perce le plan ; la droite OP, pro- 
jei^e suivant op, o-f^ sera perpendiculaire k la droite don- 
n^e; done elie sera la plus courte distance du point (o, o') 
k (a6, a'b*). II ne s'agira plus, pour r^soudre compl^te- 
ment le probl^e propose, que de construire la vraie gran- 
deur de la droite (opy oy). Pour plus de clart^ dans 
r^pure, on a omis cette derni^re construction. 
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70. Cos particuliers. 1® La droite doun^e est parall^le 
k Tun des plans de projection', au plan horizontal, par 
exemple. 

Lorsqne deux droites sont perpendiculaires entre elles, 
leurs projections, faites sur un plan parall^le a Tune de ces 
droites, sont perpendiculaires entre elles. Gons6quemment, 
la perpendiculaire abaiss^e du point douu6 (o, o') sur la Fio. 92. 
droite donn^e {ab, a!b') , aura pour projection homontale 
la droite op, men^e par le point o, perpendiculairement kab. 
D'ailleurs, le point projeti,enp a pour projection verticale 
p'; done o'p' est la projection verticale de la perpendiculaire 
demaud^e. 

2^ La droite donn^e est parallMe k la ligne de terre. 

D'apr^s le th^orfeme que nous venons de rappeler, les 
deux pn)jections de la droite cherch^e doivent dtue per- 
pendiculaires aux deux projections de la droite {ab, a'b'). Fig. 93. 
Elles sont done les segments op, o'p'de la droite ind^finie oo'. 

3® La droite donn^e est dans un plan perpendiculaire 
k la ligne de terre. 

On mine, par le point (o, o^, un plan perpendiculaire k la 
droite (mn, m'n') (problfeme XVIII, cas 3«) : le point P, Fio. 89. 
projet^ en j), J}^ od cette droite perce le plan, est le pied 
de la perpendiculaire -cherch^e. 

Cette perpendicidaire a done pour projections op, oy. 

4P La droite donn^e est perpendiculaire a la ligne de terre. 

Ce cas rentre dans le pr^c^ent. (Voyez problime XYIII, 
cas 4*.) 
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Par unedroite donnee, (aire passer m plan perpeadiculaire h an plan donn6. 

71. Si, d'un point quelconque de la droite donn^e, on 
mfene nne perpendiculaire au plan donn^ , cette perpendi- 
culaire et la droite donnrie seront datis le plan cherch6. La 
question e$t done ramen^e au probl^me XI. 



Par an point donnc, mener nn plan perpendiculaire k deox plans donnts. 

72. Pour r^soudre ce problfeme, il faut d'abord chercher 
rintersection des deux plans' donnas , puis mener, par le 
point donn^, un plan perpendiculaire k cette intersection. 
Ge plan sera le plan demand^. 

P&OBIjiKB JEZZZ. 

ConstniiM la plos donrte distance entre deox droltes donnies , 
nan sitnte dans on mtme pkn. - 

75. On sait que, pour determiner la plus caurte distance 
entre deux droites AB , CD , non situ^s dans an mtme 
plan, il faiu : 1® mener par AB vn plan paraU^le I CD; 
2® abaisser d*on point queleonqne G de CD ttue perpeadi- 
culaire GP sur ce plan ; 3^ mener, par le pied P ^ cette 
perpendiculaire , uue parall^le PQ k GD ; 4^ par le point 
Q, od cette parallMe rencontre AB, mener une droite QS, 
parallMe k GP. Gette ligne QS , qui rencontre GD en un 
point S, est la plus courte distance demand^e. Appliquons 
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la mitliode des projeetioas k 4a solution que nous venons 
de rappeier. 

SoieDt.aft, a'ft'les projections deladroite AB, et ed, c'd' Fig. 137. 
celles de la droite CD. Afin de faire passer par AB un plan 
psirallUe It CD, prenons sur AB un point (o, o') quekdnque, 
el, par ce pointi menons [oh^ o'h') parallfele k CD. Les tra- 
ces h, fc' de cette parallMe, et les traces a, b' deladroite 
AB, d^terminent les traces aJux, fc'b'adu plan cherch6. Nous 
devons niaintenani, d'un point quelconque de CD, abaisser 
une perpendiculaire sur ce plan ; maisy-aiin de simplifier 
les constructions, menons cette droite par. le* point {e, c% 
otfCDperce le plan horizon^l. EOe a pour projections les 
droites cp, c'p'f respectrvement perpendiculaires aux traces 
4to, k'advL plan aak'; et elle perce ce plan an point P, pro- 
jet6 en p^ p'. Actuellement, menons par ce point une pa- 
rall^le (pf , p'q') k la droite CD, et. constnrisons le point 
{q, q'), oik cette parall^le rencontre la ligne AB. Enfin, ti- 
rons 9« parallite k pc, et q's' parall^le k p'& : les droites 
il$, q'$' seront les projections de la plus courte distance 
demand^e, laqueUe aura. pour vraie ^andeur, s'r'. 

Quand les constructionB ont ^t^ faites avee exactitude v 
les droite^ ppS 99 'et m' sonf perpendiculaires k xy. 

74. Remarque. On peut observer que la recherche de la 
plus coarte distance entre deux droites AB, CD, ou de la 
eommtfiie perpenikuMre k ces deux droites, peut £tre r6- 
duite k ce» deux parties principales : 1^ Mener un plan P, 
pkrall^le k AB et k CD; 2^ menef une droite perpendiculaire 
k P, et quL rencontre AB et CD. 

Cette consideration sert a simplifier la construction, 
dans quelqnes ^cas particuliers, comme on va le voir. 

75. Cos partkukers. l^Les deux droites sont horisontalci. 
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Fig. 133. Solent ab, cd, les projections horizontales des deux 
droites, et soient a'b\ c'd' leurs projections verticales, 
lesquelles sont parallMes a la ligne de terre. Puisque les 
droites AB, CD« soni parallfeles au plan horizontal de pro- 
jection , la plus cburte distance sera , d'aprfes la remarque 
pr^cedente , une droite verticale. U n^ s'agit plus que de 
mener une verticale qui rencontre les deux dfroites don- 
nees. II est Evident que cette droite a pour projection ho- 
rizontale le point ei, oh se coupent les projections horizon- 
tales des droites donn^es, et qu'elle a sa projection verticale 
perpendiculaire k la ligne de terre. Done la plus courte 
distance cherch^e est la droite projet^e en e et ,«V. De 
plus, e'e" est sa vraie. grandeur.- 

2^ L'une -des droites est verticale; I'autre est quel- 
cenque. 

Fio. 154. La droite Afi 6tant verticale, le plan P sera vertical, et il 
aura sa trace horizoutale parall^le k cd. Par suite, la plus 
courte distance cherch^e aura sa projection horizontale 
perpendiculaire k c'd, et sa projection verticale parallMe k 
la ligne de terre. Si done du point a, projection horizontale 
de AB, nous ^baissons ap perpendiculaire sur cd, cette 
perpendiculaire sera la projection horizontale de la droite 
cherch6e. Cette droite rencontre CD en un point projet^ 
horizontalement en p, et dont la projection verticale doit se 
trouver en p' sur c^d\ Si done, par ce point p\ on mine 
p'q' parall^le it la lipe de terre, cette parall^le, termin^e 
en q' a sa rencontre avefe a'b\ sera la projection' v^- 
ticale de la plus courte distance , laquelle a pour longueur 
ap.. 

3^ L'une des droites est quelconque ; I'autre est la Ugne 
de terre. 
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C e cas particuUer se ramftne k celui qui pr6cMe, an 
moyen d*un plan de profil mom\ perpeDdiculaire k xy. En Fw. 138. 
effet, sur ee nouveau plan de projectioii, la droite {ab, a'b') 
est projetie en mm^^ et la plus courte distance a pour pro- ! 

jection oP, perpendicalaire a nrn". II ne reste plus qu'k | 

revenir du rabattement aux positions primitives, et Ton \ 

trouve qg, q's pour projections de la plus courte disiance, 
laquelle est^ale k oP. 
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CHAPITRE IV. 



AnslM finite per «Mi «Mlto« el MM »lafti». 



Tronver les angles qae fail une droUeHvee les plans' de projection. 

76. L'inclinaison d'une droite et d'un plan est' mesur^e 
par Tangle que fait la droite avec sa projection sur le plan ; 
par consequent, pour connaitre Tangle que forme la droite 

Fig. 94. donn^e (afr, a'b') avec le plan horizontal, il faut determiner 
celui qu'elle fait avec sa projection horizontale ab. A cet 
effety on chercheles traces a et 2^' de la droite donn^e, puis 
on fait tourner le triangle abb' aiitour de abj pour le rabattre 
sur le plan horizontal. De cette manifere, la droite qui joint 
dans Tespace les points a et b' se rabat en ap ; et, par suite, 
Tangle cherche est bap. 

On pent adssi Tobtenir en faisant tourner le triangle 
rectangle abb' autour de frfr' pour le rabattre sur le plan 
vertical. On obtient ainsi p'b' pour rabattement de la droite 
{ab,ab')y et Jp'fc'pour Tangle cherche. 

L'inclinaison de la droite et du plan vertical se construit 
de mSme, soit par un rabaitement sur le plan vertical, soit 
par un rabattement sur le plan horizontal. La premise 
construction donne, pour Tangle cherche, a'b'q'; Tautre 
donne aqa'. 

77. Casparticuliers. 1^ La droite donn^e est parall^le k 
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IHm de« plans de projectioii^ an pkm heriMbul^ par 
€xeiiipl6. 

La droite (ab, a^b% 6taiit horteoiitale, falt^ a¥ec le plan Fig. 95. 
horizontal de projection, un angle nul ; et elle fait, avec le 
plan vertical < un angle projet^, en vraie grandeur, sui- 
vani bay. 

2^ La droite donn^e rencontre la ligne de terre xj(. 

Supposons que la droite doan^e rencontre la lignd de 
terre au point a, et soient aacy aa' seis deux projeetion^. Fio. 96. 
Pour avoir les angles qu'elle feit avec leb plans do projee- 
tion, ^prenons, sur* cette droite, iln point quelcoiii|ue M, 
pr(>jet6 en m, m% et consid^rons les deux triangles rec- 
tangles oHm, aMm^ L'angle Mcem du premier tnestire 
I'inclinaison de la droite, oM sur le plan horizontal^ . tan- 
dis ^e I'angle Mom' est celui que fait cette droite avee te 
plati vertical. Dans chacun des deux triangles, on eonnatt 
les dettx cAt^s de Tangle droit, savoir : am et mVl=m'f(if 
pour le pVetfiier, am' et tfi'M= mm^ pour le second. Par 
eens^ent , si on rabat le triangle Mm en hm siir le 
plan horizontal, en le faisant tourner autour de don'f et si 
M rabat ^alement le triangle oMm' en v'otm' sur le plan 
vertical, en le faisaM tourner autour de am\ on ebtiendra 
les deux angles demand^ ham et v'oan'. 

9 La droite donute est situte daas^ unr plto perpeudi- 
eolaire k la ligne de terre. 

Soient (m, m') et (n, n') deux points de la droite A&aaMj Fio. 97. 
que Ton suppose sitti^ dans le plan hmr' perpendiculaire 
li xyyOa ch^rche les traces hj v' de 4sette droite, et I'lm 
reeonnait fecilement que les angles qn'elle foroie avec les 
plans de projection sont les d^ux angles aigus du triangle 
rectangle h(xv\ dont les deux cdt^s de Tangle droit sont oJ^, 
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a»'. On fait touraer ce' triangle autour de ha pour le ra- 
battre en hotv' sur le plan horizontal, et on obUent ainsi, 
pour les angles demand^ , vha et hva. 



CdDStroire la aigles qve forme un plan avee les plans de projectioD. 

Fi6. 98. "^^^ ^^^^ ^^' 1^ 1^^^ donn^. Pour jconstruire Tangle qu'il 
forme avec le plan horizontal, on prend un point quelconque 
m de sa trace horizontale m^ et, en ce point, on mine un 
plan m^^ perpendiculaire k aa : ce plan coupe le plan 
donn6 et le plan horizontal suivant deux droites qui font 
entre elles j'angle cherch^. 

Le plan m^% men^ perpendiculairement k aa, est ver* 
tical; done sa trace verticale |3m' est perpendiculaire k o^. 
Sa trace horizontale |3m. est perpendiculaire k aa; etcoDime 
ce plan coupe le plan donn6 suivant la droite q^i joint dans 
Fespace les points "m et m^ il s'ensuit qiie Tangle fonn^ par 
cette droite avec /3m mesure I'inclinaison du plan donn^ sur 
le plan horizontal. 

Nous retombons done sur leproblime pr^c^dent ; et nous 
trouYons, j)our Tangle cherch^, soit p^m, soit j3am'. ' 

Pour construire Tangle form^ par le plan donn^ avec le 
pkn vertical , on procMe de la ni£me mani^re. On mfene 
un plan in' da perpeiidiculaire k aa^ Ce plan coupe le plan 
donn^ suivant la droite qui, dans Tespace, unit les points 
a et m^ Par consequent, Tangle que fait cette demi^re 
droite avec m'd est Tangle demand^: Get angle est rabattu 
sur le plan horizontal en avd, et sur le plan verticalen s'm'd. 

79. Cos pariicuUers. 19 Le plan donn^ est parallile k 
la ligne de terre 
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Soient pq, p'q' les deux traces du plan doau6. Si, en Fig. 99. 
uu point quelconque a de la ligne de terre, on in^ne un 
plan mam' perpendiculaire k cette ligne » ce plan coupe 
les deux plans de projection et le plan don^^ suivant les 
trois cAt^s d'un triangle rectangle dans lequei les deux 
angles aigus sont pr^cis^mem les angles que fait le plan 
donn6 avec les deux plans de projection. Si done on rabat 
ee t^rian^e en m(xc sur le plan horizontal , on ohtient omc 
et acm pour les deux angles, cherch^s. 

2® Le plan donn^ a ses deux traces en ligne droite. 

Supposons que aaa' soit le plan donn6, et qu*on veuiile Fig. 100." 
determiner Tangle form6 par ce plan avec le plan hori- 
zontal. En employaot, comme dans le cas general, un plan 
quekonquem/Sm' perpendiculaire k ax, on obtient i'angle 
|3mft, qui mesure Tinclinaison cherch^e. 

Remarque. Si 'on voulait determiner Tinclinaison duplau 
donne sur le plan vertical, on trouverait encore, evidemment, 
Tangle jSmft. C'est-k-dire que le plan denn^ est egalement 
incline sur les deux, plans de projection. G*est ce qu'il est 
facfle de reconnaitfe H priori. 

3^ Le plan donne passe par la ligne de terre et par uu 
point donne "(m, m'). Fig. 101 . 

Ge cas rentre dans celui que nous avons considere ci- 
dessus (1^). 



Cotttniiref angle foimi dau Fespaee par les Iraees d'un plan donoe. 

SO. Soit aaa' le plan donne. Pour trouver Tangle de Fig. 98. 
ses deux traces , preaons un point quelconque m' sur la 
trace verticale; de cepoint, abaissons m'|3 perpendiculaire 
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k d^ ; ei du point jS^ abaissont /9m perpeadiculaire sur la 
Iraca horizoutale oa. Cela Jfait, supposons que I'Dn joigne, 
dans Taspace, la point m' au point m; nons obtiendrana 
atnsi une drotte m'm perpendiculaire ii aa. Pav consequent, 
si lious faisons touroer le plan donnA aaa(^ autour de sa 
trace aocj pour te rabattre sur lo plan horicontal, eette 
droite viendra se dinger ^uivant.m&, perpendiculaire it a«. 
Sa longueur est hdid k determiner, car Bile est ThTpotA- 
nuse d'un triangle rectangle mjSfi^ d^ns iequel les deux 
cdt^s de Tangle droit sent respectivement ^gaux k mjS et 
m'/3r dotiG le point m' va se placer k Tintersection k de la 
droite |9m et de la circonfiirence d^erite du point m conope 
centre atec mn pour rayon. Par suite, la trace oem' coincide 
a?ec la droite afc menee par les points (x et fc,- ei Tangle 
des deux traces est fcom. 

n existe une verification. En effet, dans le mowement 
que Ton a imprime au plan matm\ la distance otm aecbange 
pas ; si done on decrit, du point « comme centre, a^ec 
mn' pour rayon, nne eirconferencor elle doit passer par ie 
point k, A6]k determine. 

%l . Cos particnUef. Le plan donne a ses deui traces 
en ligiie droite. 

En appHquant )i ee eas particntier ta methpde qui yient 

d'etre indiquee en dernier lieu , c'est-k-dire en coostniisant 

Fig. 102. un triaiigle cam' dont les cdtes sent am', (xc=am, et m'c 

egal k la droite qui va du point m au pomt m', on obtient 

Ci9tm^pQ^^ Tangle cherche. 
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Cmlnire rftngle de deux drriUs dont on eonnatt les prt^eetiom. 

83. Si les droites ae-se coupent pas, et qB«, par un ppint 
piis ^ ^Qlmvif 00 leur mhna des parall^, rao|le fomui 
par ees paraU^le^ mesurera Tangle des droites donn^es. 

SoiBDt, pour fixer las id^s» o, o' les projections d'un Fig. 103. 
point quelconque, ah, a'b' les projections de la paraU&le k 
la preQ^i^re droite, et dc^ d'C les projections de lapar^UMe 
k la seconde droite. On determine les traces liorizont^L^ 
a et c de ces parall&les , et on m^ne la droite ac. On pent 
consid^rer cette droite comme la base d'un triangle dont le 
sommet est projet^ en o et o^ et dans lequel Tangle aOc, 
oppos£ ^ la base acy est Tangle demand^. Pour construire 
le triangle, il pe reste plus qu'k cbercher les vraies Ion- 
peurs des deux cdt^s'adjacents k Tangle 0. Les projections 
horizontales de ces cdt^s sont qo et dcj et leurs projections 
verticales sont a'o' et o'c'. Si done Ton prend o'%=ao et 
€fk=ooc, Thypot^nuse o'h sei*a la longueur du c6t^ projet^ 
eooo, et 11iypot6nttse o'k sera la longueur du cAt6 projet^ 
en oc. Par suite, en d^crivant des points a et c comme 
centres* avec o^h et o'k pour rayons* des arcs de cercle 
qui se iUMipeftl eo ni> piiis mwaftt m# et im, eo obtieudra 
Tangle deoMpdioifNs.. 

83. Ou paiit coiistruire la triaagla aOe par qne antie 
m^thode. E9 effet,. h base ar (6tant coaHiie, il siiffit da 
determiner la position et la grandeur de la bauteur. Pour 
cela» on abaisse op perpendicvlaire sur aCf et on eoncoit 
qu'on joigoe le point ]? au somittet 0. En verta d'uii dufo- 
r^me connu (70) , la droite Op sera perpendiculatre k m, 
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■ 

de sorte que si on fait tourner le triangle aOc autour de \ 

sa base ac pour le rabattre sur le plan horizontal, cette t 

perpendiculaire ira se placer dans la direction de po. II ' 

ne reste done plus qu'k trouver la vraie longueur de cette t 

perpendiculaire. Or, nous savons qu'elle est Tbypot^nuse i 
du triangle rectangle Oop, dont les cdt^s sont ^aux k op 

et o'o". Par consequent , on prend sur xy une distance i 

(fq ^gale k op ; on tire o'q , et on porte cette distance de { 
p en m. 

84. Remarque \. Au point de vue pratique, cett« se- 
conde m^thbde est ^videmment plus exacte que Tautre. 

Remarque 2. Le triangle ame pent '6tre consider^ 
comme etant le rabattement du triangle aOc, que Ton au 
rait fait tourner autour de sa trace hori%ontale ac. Le pro- 
bl^e 4ue nous venons de traiter reutrie done dans la 
classe de ceux auxquels on pent appliquer avec avantage 
la mdthode des rabfittemerUs , m^thode dont nou& avons 
fait dejk un frequent usage. 

85. Cos parii(Hlier&. 1^ La premiere des deux droites 
est parallMe it Tun des plans de projection, au plan bori- 
zontal* par exemple; la seconde est quelconque. 

« 

Fig. 104« Soient ab, a'b' les projections de la premi&re droite, et 
edf c'd' les projections de la seconde. Le plan des deux • 
droites a ^videmment pour trace horizontal une paraU^le 
ch k la projection horizontale ab de la premiere drQite. 
Rabattons ce plan sur le plan horizontal; le point (o, o') 
vi'^ndra se placer en un point m, que Ton construira fa- 
cilement d'aprfes ee qui pr^cMe; et la droite (oa\ o'a') 
viendra en ms^ parall^lement k ch. L'aagle demand^ sera 

■ 

done am. 
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^ Les deux droUes donn^es sont parallMes k an m£ine 
plan de projection, au plan horizontal par exemple. 

n est Evident que, dans ce cas, Fangle form^ par les 
projections horizontales est egal k Tangle des deux droites 
donn^es. 

3^ La premiere des deux droites est parallMe au plan 
horizontal, et la seconde est parall^le au plan vertical de 
projection. 

Ce cas rentre dans celui que nous avons examine tout 
irheure(l<>). 

4^ La premiere des deux droites denudes est perpendi- 
culaire k Tun des plans de projection , au plan horizontal , 
par exemple; la seconde droite est quelconque. 

Soient a, a'h' les d^ux projections dela premiere droite, Fig. 106. 
et ed^ c'd' les deux projections de la seconde droite. On 
voit facilement que Tangle demand^ est le complement de 
cfelui que fait, avec le plan horizontal, la droite (cd, c'd'). 
Si done on fait toumer cette droite aulour de la premiere 
jusqu'k ce que leur plan soil devenu paraUMe au plan ver- 
tical de projection , le triangle coO de Tespace se projette 
en vraie grandeur suivant o'a'h'^ et on obtient d'o'h'^Qisx 
Tangle des deux droites donn^es. 

5® La premiere des deux droites donn^es est parall^le 
k la ligne de terre, la seconde droite est quelconque. 

La construction, qui rentre. encore dans celle du 
cas (1^), est indiqu^e dans la figure 107. 

6^ Les deux ^oites donn^es sont dans uu m£me plan 
perpendicttlaire k la Irgne de terre. ' 

Soit moan' le plan perpendiculaire k ^ et renfermant Fig. 108. 
les deux droites donii^s; soient (o, o') le point de eon- 
eours de ces deux droits, (m^m') no second point de 
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Tuns, 6t (til ft') un second point de I'aHtre. On fiut lour- 
ner le plan mam' autour de sa triee horizontale tna, afia 
de le rabattre sur le plan horizontal , et on obtient par 
ca moyen les rabattements OM, ON des deux droites dan* 
n^es. Par consequent, MON est Tangle cherch^. 

7^ Les. deux droites donn^es out m&m projection ho- 
rj^ontale 
Fig. 109. Soit ab la projection horizontale comnaune aux deiix 
droites donn^es , at soient a'b\ c'd' Les projections verti- 
cales de ces lignes, lesquelles ont pour traces hprizoo* 
tales les points a etc. Rabattops encore le plan des deux 
droites autour de sa trace horizontale w; nous obtien- 
drons, comme ci-dessus, le rabattement m du point d# 
concours des deux droites ; ^n sorte que im^ est Tangle 
demand^. . 

8^ La premiere des deux droites donn^es est la ligne 
de terre, la seconde e^t une droite.quekonque qfn ren- 
contre la ligoe de terre. 
Fig. 110. Supposons que a soit. le point oi^ la droite {ab, ab') 
rencont^re la ligne die terre, ^t qu^on veuille avoir Tangle 
de ces 4^x droites, II suffix pour r^sondre cette ques- 
tion, de supposer que la droit^ (j^b, a'b') tourne autour 
de xy , jusqu'i^ ce qu'elle soit venue se rabattre sur le 
plan b.oriz.ontal, Pour determiner son rabatteipent p^t 
lequel passe ^viden^ment par le point a, on. cl^erc^be le ra- 
battement p d'ufi point quelconque {m^ m') pris sur cette 
mdme droite. On obtient ainsi Tangle demand^ p^m". 
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CoDStniire la bisseetriee de Taogle forme par deox droites donnees. 

86. Soient {ab, a'b') et {cd, c'd') les deux droites don- Fig. Ill 
n6es, lesquelles se ceuperit en un point (o, o^). Construi- 
sons d'abord Tangle amcy form^ par ces droites, et menons 
la bissectrice mh de cet angle. Cela pos^, faisons tourner 
le triangle amc autour de ac pour le remettre dans sa po- 
silion primitive ; il est clair que le point fc , oil la bissec- 
trice perce le plan horizontal, ne change pas de position; 
done ses deux projection^ h et h' appartiennent aux pro- 
jections de la bissectrice. D'ailleurs, les deux projections 
de cette droite doivent passer aussi par les projections e 
et o' du sommet de Tangle; elles sont done oh et o'h'. 
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87* P'dprto la d^Qjiion rapf^^e ci-dass«s (76), U fau- 
4rait , pour . coastruire Tangle d'une droite et d un . plan 
daw^» eoBHnencier par proj^ter la droite ^jir ca plan; aprte 
<(uoi Ton conatriiiraii Tangle fm^ par cette projection at 
la draite dao»^e» On siiopUfie la solutipv en observant que 
cat apgla.eat le compUaitent de cehu que fait la dr()Ue avac 
la perpeudiculaire abaiss^e d'un quelconque de ses poin|s 
«ir le plan. Le probl^oie qui npus occupe est done raaaen^ 
k la recberehe 4a Ta^i^ toruyi par deux droixea. 

Soient ab, a'V les projections de la droite donn^e. Fig. 112. 

FrapoiM^ aw eett# droi(a» m jtmi fu^kanque (o, o')^ at de 
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ce point, abaissous une perpendiculaire sur le-plan. Cette 
perpendiculaire a pour projections les droites op, o'p\ 
respectivement perpendiculaires aux traces ad^ ad' du. 
plan donn6 (28). Si nous construisons Tangle amk^ form^ 
par la perpendiculaire et par la droite donn^e, et si nous 
menons mv perpendiculaire k may Tangle kmv sera Taji^e 
demandd. 

88. Cos particuliers, 1^ La droite donnde est q'Uelcon- 
que ; le plan donnd est parallMe a la ligne de terre. 
Fig. 113. Soient cd, c'd' les deux projections de la droite donnee, 
et qby a'b' les traces du plan donnd parall^le a xy. D'uu 
point quelconque (o»o') de la droite donnde, on abaisse 
une ' perpendiculaire sur le plan donn^, laquelle a. pour 
projections les lignes ov^ o'v' perpendiculaires k on/, et 
elle est situ6e dans le plan vav' perpendiculaire a xy. 
Afin d'avoir sa trace horizontale , on fait tourner le plan 
vav' autoHr de va pour le rabattre sur le plan horizontal. 
On obtient ainsi le rabattement du point (o, o') et le 
rabattement it; de Tintersection du plan vav' avec le plan 
donnd. Du point on m^ne Op perpendiculaire sur iv; 
et le point ft, oil Op rencontre la trace horizontale va, 
est la trace horizontale cherchee. La trace horizontale de 
lik droite donn^e est e ; il est done facile de- determiner 
Tangle cmh que font entre eHes ces deux droites. Get 
angle dtant le compKment de Tangle cher^h6 cmf, on ob- 
tiendra celui-ci en menant la dr6ite mf perpendiculaire i 
mh. ' 

^ La droite donnde est quelconque , et le plan donne 
est parallMe k Tun des plans de- projection , an plan hori- 
zontal pdr exemple; 

L' angle cherchd est dvidemmeBt 6gal k celui que forme 



la drohe doan^e avec le plan horizontal de projection. La 
question est done ramen^e au pfoblime XXn. 

5® La droite donn^e est quelconque ; le.plan donntS passe 
par la ligne de terre et par un point donn6. 

Soit propose de construire Tangle form^ par la droite 
{ab'y a'b') avec.le plan qui passe par xy, et par le point P». H4. 
donn6 (m, m'). La construction, qui rentre dans celle An 
cas {i% foumit ank pour Tangle cherch^. 

4* La droite donn^e est parallMe k la ligne de terre, et 
le plan donn^ est quelconque. 

On sait que deux droit^s parallMes sont 6galement in- 
din^es sur on mime plan quelconque. II r^sulte de .ce 
Ih^or^me que Tangle fonni par la droite donn^e et le plan 
donn^ est ^gal k celui que fait la ligne de terre avec ce 
dernier plan. 

Le. cas particulier dont il s'agit ici est done ramen6 au 
probl^e suivant. 

89. Constrmre V angle que fmt la Ugne de terre avec un 
pUmdormi. 

A cet effet, on prend sur la ligne de terre un point o F^, 115. 
qoelconque , par le^el on abaisse oh et oh' , perpendicu- 
laires aux traces du plan donni, aaa'. Ges droites sont 
les deux prbjections de la perpendiculaire men^ du point 
snr le plan. On determine ensuite^ Tangle sok que cette 
droite fait avec la ligne de terre ; le complement sov de 
cet angle est celui que fait la ligne die terre avec le plan 
donn^. 
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« 
Gonstraire FaDgle de deux plans donn^. 

Ro. 116. 90. Solent acta' et b^b'les deux plans doftti^s. Conce- 
vons qu'en un point quelconque de leur intersection on 
m^ne un plan P perpendicblaire h cette intersection ; ce plan 
coupera les deux plans donnas suivant deux droites partani 
du point 0, etfaisant entre eUes Tangle demand^. Or, lors- 
qu'un plan est perpendiculaire kune droite, ses tracesfsont 
fespectivement perpendiculaires aux projections dela droite ; 
done la trace horizontale du plan P sera perpendiculaire 
It la projection horizontale rm de Tintersection des deux 
plans donnas. Si done on m^ne une droite quelconque pq 
perpendiculaire Ji mn^ on pourra la regarder corntne ^tant 
la trace horizontale du plan P ; et les intersections de ce plan 
P avec les deux plans donnas , c'est-k-dire , les c&t^s de 
Tangle cherch^, seront deux droites qui partiront des points 
p et 9, et qui icont se couper au point 0. L'angle eherch^ 
est done Tangle au sommet du triangle pOq , dans lequel 
• ' pq esl la base. 11 sufSi, pour constriiire cc triangle, de 
determiner sa hauteur et le pied de celte-ci. 

Or, le point 0, appartenant h Tintersection des deux 
plans donnas y doit se projeter sur le plan horizontal en 
un point ineonnu, tnais situ^ sur la projection horizon- 
tale de cette intersection. Done la hauteur du triangle 
pO^l est projet6e suivant tnn; et le point s est le pled de 
cette hauteur. D*ailleurs cette droite est contenue tlan^ te 
plan P, perpendiculaire k Tintersection des deux plans 
donnas ; d'oii il r6sulte qu*elle est perpendiculaire k cette 
intersection. Pour avoir sa veritable grandeur, on £ut toumer 



1« plan m^im lutmir de »a ince yerticale lA'tn , itts({a'2i cf 
qa'il vienne s'appliquer sur le plan vertical de projection • 
le$ points n et « tiennent se rabattre en ft et r ; Fintersec- 
tion des deux plans donnas, qui joint les points m' etn, se 
rabat sniTant m'h; et, par suite, on obtient la vfaie lon- 
gueur, rk, de la hauteur sO du triangle pO^, en menant du 
point r la perpendiculaire rk k m'h. 

II ne reste plus, pour terminer la construction, qu'k op^ 
rer comme dans le probliime XXVI; etpvq sera I'angle des 
ievx plans donnas. 

• ■ ■ 

91 . Remarque 1 . Les distances rh et sn sont ^ales , 
et il en est de m£me des distances rk et sv ; or, rfc, per- 
pendiculaire km'h^ est plus petite. que T oblique rh; done 
sv est plus petite que m; par consequent, dans la con- 
struction qu'on vient d'indiquer, le sommet de Tangle cher- 
che doit.toujours se trouver entre les points s etn. 

Remarque 2. On pent ramener la recherche de Tangle 
de deux plans k la recherche de Tangle de denx droites ; 
ear, si d'un point quelconque pris dans Tangle des plans 
on abaisse des perpendiculaires sur ces plans, Tangle de 
ces perpendiculaires sera le supplement de Tangle des 
plans. 

92. Cos purticuUers. 4* Les deux plans donnfe ont 
leurs traces hdrizontales parallMes, on leurs traces verti- 
cals parallMes. 

Soient aaa' et b^b' les deux plans donnas. On cherche Fig. 117. 
d'abord leur intersection , laquelle est urie horizontale dont 
les projections sont mn parallMe k aa, et m'n' parallfele k 
«y. On mtoe ensuite unplan perpendiculaire k cette inter- 
aeeiion^ ee plan, qui est vertical , a sa trace horizontale 
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vqs perpendiculaire k la projection horizontale mn de ('in- 
tersecUoD. 

L'angle des deux plans donn^a est, comme dans le cas 
g^n^ral, mesur($ par Tangle au sommet d'un triangle doat 
pq est la base, dans lequel le point s est le piedde la hau- 
teur, et dont la hauteur/ comme on le voit ais^ment, est 
£gale k mm\ Par consequent, si; k partir du point Sf on 
prend sur sn une distance sv^^mm'^ et que Ton trace 
vp et vq, on obtiendra Tangle cberch^ pvq. 

2® Les deux plans donnas sent perpendiculaires sur un 
Fifi. 118. iufime plan de projection , sur le plan horizontal, par 
exeraple. 

II est clair que Tinclinaison des deux plans est mesur^e 
par Tangle- amj3, que forment lenrs traces horizontales. D 
., n*y a done aucune construction k effectuer. 

5^ Le premier des deux plans donnas est perpendicu- 
laire k la lipe de terre ; le second est quelconque. 
Fig. 119. Soient b^b' et aaa' les deux plans donnas. Leui^ inter- 
section a pour projections les traces 6/3 et b'^ du premier 
plan ; de sorte que si, par un point de cette intersection, 
on mine un plan qui lui soit perpendiculaire, ce plan aura 
pour trace horizontale une droite pq parall^le k xy; et il 
coupera les deux plans donnas suivant les droites pO et 
9O, qui feront entre elles Tangle dierch^. II est a remar- 
quec ici que le triangle pOq^. qui donne cet angle, est rec- 
tangle en q ; de fa^^on que la construction g^n^rdle est un 
peu simplifi^e. 

4^ Le premier plan est horizontal ; le second est quel- 
conque. 

Lorsque deux plans paralldles SQnt coupes par un troi- 
sifeme plan, les angles correspondants sont ^aux; donc^ 
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Tangle que formeqt entre eux les deux plans denn^s est 
^al k celui que fait le second de ces plans avee le plan 
horizontal de projection. La question est done ramen^e k 
la recherche de I'angle que fait, avec le plan horizontal, 
un plan donn6 (probl^me XXHI). 

5^ Le premier plan est parall^le k la ligne de ferre ; le 
second est quelconque. 

La construction g^n^rale est applicable ; aussi nous ren- 
Toyons le lecteur k la figure 120, dans laquelle l^s traces 
du premier plan sont ac, a'c\ celles du second sont 6/3, 
t'/3, et Tangle cher<jhe est pvq. 

6^ Le premier plan est parall^le a Tun des plans de pro- 
jectiod, au plan horizontal, par exemple; le second est pa- 
rallMe k.la ligne de terre. 

Ce ca^ particulier se r^sout facilement au moyen d'un 
rabattement. II ep est de m£me du suivant. Les construe- 
tiolis sont efiectu^es dans les fipres 121 et 122. 

7® Les deux plans donn6s sont'parallMes k la ligne do 
terra,. 

8® Les deux plans donnas ont m^me trace hori^ontale. 

Soient aa. la trace horizontale commune, et aa\ ah' les Fig. 123. 
traces verticales' des deux plans donnas . La construction g6- 
n^rale se simplifie; car Tintersection de ces plans est aa; 
et toutplan o/3m, men^ perpendiculairement k cette trace, 
coupe les deux plans suivant deux droites qui comprennent 
entre elles Tangle c]ierch^. Ges droites, qui ont piour traces 
verticales les points my h, peuvent £tre. regard^es comme 
les deux deruiers cdtes d'un triangle muy dans lequel mn 
est la base, o le sommet oppose, et oj3 la hauteur. Si Ton 
fait tourner le plan o^ autour de o/3, ce triangle se rabat 

e 



i I 
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silivaill pt>q, el par cbns6(lttent l^stSgle )?o^ fesl celul qu'tt 
s*agissait de constiiiire. 

. 9^ Les deux plans donnas rencontrertt lia ligne de terre 
au mg'me point. 

Fig. 124. On determine d'abord les projections de I'intersection 
des deux plans donnas axa'y bxb^; soient cxp et op' ces 
deux projections. On.mfene ensuite, par uri point quel- 
conqiie de Tintersection des deux plans, un plan /3y5 
perpen^iculaire Ji cette intersection, de plan coupe le plan 
horizontal et les deux plans donnas , suivant un triangle 
qui a pour base mn, pour sommet le point (o, o')y et dans 
lequel I'angle oppos^ h mn fest celui ' que Ton cherche. 
On sait qUe la droits qtil unit dans I'espace le point s au 
point (o, o') est la hauteur de ce triangle, et que le point 
s est le pied de cette hauteur ; par consequent il soffit/ pour 
construire le triangle , de determiner la vraie grandeur de 
cette hauteur. Ot, elle est Thypotenuse- d un triangle rec- 
tangle, qui a pour cot^s de Tangle droit os et (/'o^ On con- 
struit facilement ce triangle sak, h Taide d'un rabattement; 
et, en portant sk de s en v sur op» menant mv et nvf on a 
l*angle demand^ mvn. 

•11^ LeS deux plans donnas sont tels que chacun d'eux 
a ses traces horizontale et verticale en ligne droite. 

Fig. 425. II n'y a rien de change k la methode g^nerale; et^ en 
Tappliquaitt, on trouve, pour angler des deux plans Uaa% 
b^b^y Tangle pvq. 

Remarqfie. Le triangle m^fn"h est 'rectangle isoscMe; 
done il en est de mfime pour le triangle m'sk ; d'oii il r^- 

suite que 8v=6k==^-=. 

' i/2 • 
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1*> ChActln des plans.^ ses deux traces en liguedfoitfe; 
et ces droites Se coupeilt sur la Ugtie de tetre. 

Soiehtttatt' kibab'lei deuX plans dohn^s. On a vu que Fic. 126. 
rinteAection de ces deux plans est une droite perpendicu- 
laire a la lign6 de tferre, iriclin^e h 45® sur les deux plans 
de projectioti, el qui a pour projeetidn^ la droite ♦h'rttnpfer- 
p^iidiculairfe kxy. Ett uh potnt quelconque de cette in- 
tersection, menons un plan qui lui SDit perpendiciilaire ; e^ 
plan toupe \h plan horizontal et les deiix plans donnas 
suivant lin triangle pO^, doot la base pq est parallMe k \i 
ligtl^ de terre, et doiit la hauteur, d'apris la retnarque 

pr^cMenie, est ^gale ^ - -. De plus, le point s est le pied 

« 

de cette hauteur. 

Si dbhc hdus menons la bissectrice or de Tangle droit 
may, et que. nous abaissions sk perpendiculaire & ixr, la 
construction s'achfevera comme dans le cas pr^eiidetit. 

15^ L'un des deux plans donnas est quelconque ; Tail^ 
tre passe par la ligne de terre et par un point donnii. 

Supposons qtt'il s'agisse de construire Tangle que fait ifte. HJ: 
le platt rtatt' avec celui qui passe par xy et par le point 
(m, m'). .On determine d'abord Tintersectipn (an, an') 
des deux plans doiln^s. On petit ensuite, pour cdnstrtaire 
leur ilitglfe, employer lalh^thode gin6rale, oil recount 31 
la m^thode particuli^re indiqu^e dans le cas (10®). Dans 
r^pUre, on a fait usage du premierproc^d^. 

^4^ L'un des deux plans donnas est pirallMe ii la lignA 
de terre) Tantre passe par la lipe de terre et par un point 
donn^. 

Pour avoir Tangle que fait le plan (aft, a'b'), paral- Fw. 128. 
Ude k wfi^ fttec celui q«i passe par x^ et par le point 
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(m, m') , on observe que Vintersectioa de ces deux plans 
est une parall^le k la ligne de terre. Par consequent, si on 
les coup^ par un m£me plan moyyi'* perpendiculaire k xy 
et passant par le point (m, m% les deux intersections 
fonneront entre elles Tangle cherchc. Ces lignes, qui 
joignent dans I'espace les points c, c% et les .points a, 
M, ^ont rabattues sur. le plan horizontal .en jfc et oM. 
Done Tangle demand^ est aoc. 
15^ L'un des deux plans donnas est horizontal ; Tautre 

passe par la ligne de terre et par un point donnd. 

« 

Fig. 129 L'intersection des deux plans p'q' et '{xy^ m, m')^ 

etant paralMe kxy, il s'ensuit que leplan mixm\ perpen- 

diculaire a xy, et men^ par le point (m, m% les coupe 

suivant deux droites forinaut entre elles Tangle cherchc. 

Ces dvoites sont rabattues sur le plan horizontal en d'e et 

oM; et aod^ est Tangle des deux plans. 
16^ L'un des deux plans donnas a ses deux traces en 

ligne droite ; Tautre passe par la ligne de terre et par un 

point donn^. 
Fio. 130. Apr^s avoir determine Tintersection {of, of) des deux 

plans ma'y [xy^ M) , on ach^ve la construction comme dans 

le cas general. 
17^ L'un. des plans passe par la ligne de terre et par 

un point donn6 , Tautre passe par la ligne de terre. et par 

un second point donn6. 
Fig. 131. Les deux plans [xy^ m, m') et {xy^n^ n') ont pour in- 

tersection la ligne de terre. Done les intersections de ces 

plans avec un mime plan perpendiculaire k xy^ compren" 

nent entre elles Tangle cherchc. 
Le plan mJ3m^ perpendiculaire k o^ et passant par le 

point (m» m% coupe le premier des deux plans donn^ sui* 
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vant Qne droite qui est fabattu&sui le plan horizontal en 
^M, tandis que le plan nom^ perpendiculaire k xy et passant 
par (n,^% coupe le second des deux plans donnas suivant 
une droite qui est raHattue horizontalement suivant oN. Or, 
les deux plans nan/ et m^' soot parallMes ; par consequent, 
si parle point a on m^ne ak parallMe k |3M, en pourra re- 
garder cette droite comme le r^battement de Tintersection 
du plan nan' avec le premier, des deux plans donnas. Done 
Tangle demand^ ^^t N^efc. 



»&obi.Amb 

CoDstniire le plan biiseetenr de Tangle form£ par deax plans donnes. 

93. Soient. aaa' et b^¥ les deux plans donnas. On con- Fig. 132. 
stmit> d'apr^s le probl^me precedent, Tangle pvq que ces 
deux plans foi\t entre eux; puis on le divise en deux 
parties ^gales par la droite vd qui i^encontrepg an point d; 
on suppose ensuite qu'on fasse tourner le plan de cet angle 
autour de pq^ afin de lui rendre sa veritable position ; et il 
est clair que la ligne vd viendra se placer dans le plan bis- 
secteur. Or, dans le jnouvement qu'on imprime au plan de 
Tangle pr^, la droite vd ne cesse pas de parser au point 
d; done ce point d appartient h la trace horizontale du 
plan cherche. D'ailleurs, ce plan doit passer par Tintersec- 
tion des deux plans donnas ; done ses traces passent aussi 
par les points m/ m\ oik cette intersection rencontre les 
plaas de projection. EUes sont done mdS ei $m' 
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CHAPITRE V. 



/ t I 



SpliAre liuterlte. — Sphere dveOBMrlte. 



94. Les H&fnenis d'un angle trifedre quekonque sont les 
trois faces et les trois angles diddres. Si Ton s^ donne trois de 
ces^ix ^l^ments, on pourra^^proppserde trouver les trois 
aulres ; c'estla ce qu'ou ^^f eWe rSsoudre un angle triddre. 

95.. Le probl^Hie comporte six cas distincts. En effet, 
reprfoentons par A, B, C les trois angles difedres du trifedre; 
par a, b, c, les faces oppdsi^es k ces angles; et nous au- 
rons six mani^res, essentiellemeat ^fflirentes^ de choisir 
les donn^es, savoir : 

1° o, b, c; 40 A, B; C; 

2« J, c, A; 5« ' B, C, of 

3<> ft, c, B; • 6« A, B, c. - 

96. Par la consideration de Tangle iriddr'e mppymen- 
iairey les trois derniers cas peuvent etre ramen6s aux U'ois 
premiers. Car si Ton donne, par cxemple, les trois angles 
diddres A, B, G; comme les supplements de ces angles 
sont egaux aux faces du triMre suppl^mentaire , il pe s'a- 
gira plus que de construir^ un angle triddre conuaissant 
ses trois faces. 

Nous pouYons done suppo^er que les donn^es sont : 
les trois faces ; ou deux faces et Tangle di^dre compris ; ou 
deux faces et Tangle difedre oppose k Tune d'elles. 
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Gopjpaiit 1^ ^18 bees d'aq angle tfi^dre , Umix leg \m anglv diif^res^ 

, 97.,SupposoDs qu'on ouyre Taagle trMre SABG suivani Fig. 159. 
IV^te SG y et qu'oQ fasse tourner les plans CSA et GSB 
autour des ar£tes. SA et SB pour les rabattre sur le plao 
de la face ASB, suppose horizontal. Gomme les angles 
plaofi GSA et GSB sont ^gaux k t^ et a a. il est clair qu'on 
obtiendra leurs rabattements e^ menaut, dans le plan hori- 
zontal, des droites Sc et$c^sous les angles connus eSA=?:fr 
et c'SB==a. 

Si on prend sur les lignes Sc« So' deux points quel- 
conques m, m^ ^galement ^loign6s du^ sommet &, on 
pourra regarder ces deux points comme les rabattements > 
sur le plan horizontal, d-un mdme point M de Tarfite SGt 
Goncevons ipsuntenapt que les faces cSAet c'SB tour- 
nent respectivement autour des aretes SA et SB pour re- 
preodre leurs positions primitives. Dans .ce mouvement de 
rotation, les poiuts m, m' d^.crivent des circonferences dont 
les plans sont respectivement perpendiculaires aux aretes 
SA, SB, et dont- le^ centres sont les pieds des perp^qdi- 
culaires tngr m'g' jib^uss^es des points ip,m' sur SA, SBi. 
n ^uit de Ik que te point M a pour proiiectiun horizontals 
le point de concours h des Ugnes mg, m'g\ et que \^ 
droite ftS sera la projection borizontale de I'ar^te SO.. 
. Si on joint le point M projet6 en K aux points h,g et g'^ 
on formera deux triangles rectangles Wig. Mbg', daps 
lesquels.les angles Ugh, %'& mesurent.lesi angles di^- 
4««^ A «!^ § P'|l fi'»gU d« x^w^truire, et dans Itssquejs 
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les hypotenuses Mg, .Mg' sont respectivement 6gales h 
mg, m'g'. 

» 

Si done nous supposons que le triangle Mbg tourne 
autour du tdt6 hg pour se rabattre sur le plan horizon- 
tal ASB, le sommet M viendra se placer ^ I'intersection 
r de hq perpendiculaire k A$f , et de Tare d^crit dn point g 
comme centre avec le rayon gm ; de sorte qu'en tirant gr^ 
nous aurons hgr pour vraie grandeur de Tangle diMre A. 

De m^me, afin de trouver la vraie 'grandeur de Tangle 
di^dre B, on mfene^ dans le plan horizontal, hq' perpendicu- 
laire k fcjf'; on d^crit, du point j' comme centre, avec g'm' 
pour rayon. Tare m'r' ; on joint le point r ', od cet arc coupe 
hq'y au poipt g' ; et hg[r' mesure l*angle diMre B. 

Quant au troisi^me ^ngle di^dre G, qui a porur ar£te SG; 
iroaginojis, par le point M,'un plan perpendiculaire k cette 
ar£te ; ee plan coupera les deux faces lat^rales SGA et SCB, 
suivant deux droit^s perpendiculaires k SG au point M, et 
qui comprendront entre eiles Tangle Cherch^ G. 

Pour determiner les points p, p', od ces droites rencpn- 
treni le plan horizontal SBA, observons que les droites Sm, 
Sm' reprdsentent les rabattemeuts de SM autour de SA et de 
SB ; si done nous Elevens, aiix points m, m\ les perpendicu- 
laires mpyfn'f' aux arfttes Sc, Sc', ces perpendiculaires ren- 
contreront SA, SB aux points demand^s p^ p'. De plus, 
ces droites mp^ m'p' seront ^gales, respectivement, k 
Mp,Mp^ 

II ne reste plus*qu*a eoilstruire le triangle Mpp% ee qui 
se fera en d^crivant, dansle plan hofizontal, des arcs de 
cercle ay ant les points p, p' pour centres, et les droites 
ptR,p'm''pour rayons; ces arcs se couperont au point'M', 
rabattement de M. En tirant pM' et p'M', on o1}tieadra le 
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triangle pM^p', rabattement du triangle pMp\ Par conse- 
quent. Tangle pWp' est ^gal k Tangle di^dre G. 

98. Rsmarque. La construction pr^c6dente comporte 
plttsieurs Tdrifications. 

1** Les droites fcr, fcr^doiveut 6tre igales, car chacune 

■ 

d'elles repr^sehte la vraie grandeur de la verticale hH. 

2" L'arfite SM 6tant perpendiculaire an plan pMp', il 
s'ensuit que la projection horizontale Sh de cette ar^te doit 
6tre perpendiculaire i la (race horizontale p/)' de ce plan. 

3^ La droite Sh 6tant perpendiculaire a la base pp' du. 
triangte Mpp% dont le sommet .M est projet^ en ft; si ce 
triangle toume autour de sa base pp' pour yenir se rabattre 
sur le plan horizontal, le sommet M se mouvra dans le plan 
vertical lilhsi Gons^qu.emment, le point MS pu s'est rabattu. 
ce sommetr doit se trouver sur la droite Sh. 

99. Discussion. On pent toujouts supposer que la face 
ASB est la plus grande des trois facesi donn^es. Alors, pour 
que le triidre soit possible, il faut que les circonftrences dd- 
crites autour des droites SB , SA, par les points m\ tn, puis.- 
sent se rencontrer^ La pren(ii&re circonference est projet^e 
tout entiere sur son diam^tre ni'g'n', lequel est la corde d^ 
Tare m'Vn'. De m£me, la seconde cl'rconKrence est projet^e 
suivant la oorde nrn de Tare min. Ces deiix circonfer^nces 
Be pourronf done se couper que si les cordes mrij rn'n' se 
coupent eltes-mfimes. Ceci exige ^videmment que la somme 
des arcs in, Vn' soit plus grande que Tarcii' ; ou ce qui est 
la m^me chose, que la plus grande face soit moindre que 
la. somme des deux autres. On retombe done sur la condition 
connue. 
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PHOBIiAaiB MXXXX. 

Gppiiwant (kqi^ \%m d^un angle triUre, el Fangle diUre pomprn, 
troaver la troisieme face ei les deox autres aoi^es diMres. 

F». 140. 100. Soient ASB=c et ASC=ft les deui^ faces dQnp6es, 
et soil en meme (emps A Tangle di^dre donne, coqipris entre 
ces faces. 

PrenoDs pour plan homontal le plan de la face ASB, 
et supposons que la face ASG tQume ptQur 4^ I'ardte SA 
pour se rabattre sur le plan .horizontaU il est clair que 
nous obtiendrons le rabattement de cette face ea menanj^ 
une droite Sc qui fasse avec SA Tangle cSA=6, Si la 
face cSA tourne autour ^e SA pour reprendre sa position 
primitive' SCA-, uji point quelconque m de la ^^yt Sc d6- 
crira un arc vertical dont le rayon sera wg perpendiculaire 
k SA et dont le centre sera g; la proijection hocizQiitfile 
de cet arc sera sur ^h. perpendiculaire k SA; et quand le 
point m sera parvenu en un point.M de I'arfete SC, la dro^e 
MjTi perpendiculaire k SA, fera avec hg Tangle Mj[b ^^ \ 
Tangle diMre donn6, A. 

Si maiutenant le plan M^ft iourne autour de sa trace 
horizontale /ig pour se rabattre sur le 'pl|in ASB, ^e v^bat- 
tement de la droite Mg sera une droits gr, faisant, ayec 
£f/i, un angle r9/i=A ; et comme, dans ce mouven^ent> la 
distance Mjf reste constante, le point M se rabattpa en f , 
\ Tintersection de gr avec Tare mt^ d^crit du poifit g 
comme centre. En abaissant rh perpendiculaire a 9ft/ nou^ 
obtiendrons la projection horkontale h du point M de Tar^te 
SG ; et, par suite, la droite Sb sera la projection horizontale 
de cette ar^te. 



• 

Pour determiner la troisi^me faca; observons qua gi 
^Ue tourpe autour de SB pour se rabattre sur le plan, hori- 
^ntal, le point M restera 4ans le plan perpendiculaire k 
SB men^ par la verticale Mh, et que par consequent U se 
rabattra sur hg'm' perpendiculaire a SB. D'ailleurs la dis- 
tance SM reste invariable et ^gale k Sm ; done le ral^atte- 
o^eut du point M doit 9U3si se (rouver sur Tare d^crit du 
point. S comme centre*, avep §rt^ pour rayon. .11 r^sulte de 
Ik que le point m^ ou cet arc coupe hg'tn', est le rabatte- 
ment du point M. Pqr suite, I'angle ifi'SS sera 6gal k a, 
e'est-k-dire k la troisi^me face de Tangle tri^dre propose. 

Les trois faces a, ft et c 4e' cet angle tri^dre ^tant con- 
nues, on trouvera les deux ingles difedres B et G au pioyen 
du probl^fue prticedent. 

r 

PR01II.ABtII MJUmX. 

flMiiissait deni faeei (I*ub lagle triedre, et I'anglft diidre opfwe k Taie f elles , 
4roBfcr la (roisiine face el les deux antres aogies diU^es. 

r 

101. Soient BSA=c et pSA=ft les deux faces donn^es, Fig. 141 
et soit B Tangle dlMre donn^ , oppose k la face b. Prenons 
pour plan horjzpntal le. plan de la face BSA ; et, par un 
point g, pris k volont(5 sur Tarfite SA, menons un plan per- 
pendiculaire a cette ar£te. Ge .plai^ coupe le plan hofizontal 
suivant une droiie gp perpendiculaire .k SA, et il coupe Ta- 
rete SC, situ^e hors du plan horizontal, en un point M ; la 
section que fait ce plan dans Tangle triMre fst done up 
triangle pMg qu'il s'agit de construire. 

Remarquons d'abord queje plan vertical pg coupe la 
droite Sc^ rabatteiqent de SG, en i^n point m qui repf^- 
sente la position que yieut ocf^up^f* 1^ poiqt M Iprsque la 
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ace b a tourn4 autour de SA pour se rabattre sur le plan 
horizontal. Si done nous supposons que le triangle Mgp 
toume autour. de sa base gp pour se rabattre sur le plan 
horizontal , le sommet M viendra se placer en quelque point . 
de Tare mn^ A6mi du point g comme centre, avec-rngf pour 
rayon. 

D'un autre cdt^ , le point M doit se trouver sur la sec- 
tion fait^ dans la face inconnue BSG , par le plan vertical 
pg. Le point p appartient au rabattement de cette section; 
et il est tr^s-facile d' avoir un second point de ce rabat- 
tement. 

En effet, si par le point g nous itnaginons un plan' gq 
perpendicttlaire k SB, ce plan c^upera les deux faces BSA 
et BSG suivant deux droites qg et qO faisant entre ellesun 
angle 6gal k Tangle di^dre B ; et il coupera le plan vertical 
mgp suivant une droite gO projet6e en 9. Si done, apr^s 
avoir fait 4'angle gqO' 6gal k Tangle^ di^dreB, nous me- 
nons^O' perpendiculaire k qg^h droite gO' sera ^gale k 
gO; et en prenant sur Tarfite SA, jO"=gfO', le point O'' sera 
le rabattement du point situ6 sur Tintersection du plan 
vertical pjf avee la face BSG.. 

Supposons maintenant que la droite p(fK' rencontre la 
circonf^rence mn en M' ; ce point M' sera le rabattement du 
point M, eXphVg sera le rabattement du triangle pMg. Si 
nous abaissous M'M, perpendiculaire sur'^ip, le point Iff, 
sera la projection horizontale du point M, et SM,G' ^ra 
la projection de Tarfite SC. 

La construction de Tangle triMre s'ach&v^ sans difficult^. 

102. Discussion. Quand la droite pO'^K' rencontre la 
demi-cireonfi6rence mn en deiix points M' et M'^, comme 
eela a lieu sur la figure, le problfeme a, en g^n^ral, deux 
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solutions. La troisiime face de Tangle tri^dre fournie par 
le point M' est c^SB ; celie qui correspond au point M'^ 
est (f SB. 

Le problfeme n'a cependant deux solutions que si les 
points M' et M'' sout tons deux k la droite de Tarfite SB r 
lorsque le point M'' est k gauche de SB, c'est-k-dire au^es- 
sous de pjf, il ne foumit pas de solution, parce ^qu'alors 
Tangle di^dre suivant SB, au lieu d'etre 6gal k B, est le 
suppUment de B. Quand la demi-circonf^rence mn est tan- 
gente k la droite pO'lL'v les deux solutions se reduisent k une 
seule. Enfin> lorsque ces lignes ne se rencontrent pas, le 
problinte est impossible. 

. • 
Redaire k llioriion Fangje de deax droites. 

103. Supposons que Ton connais^e Tangle AOB form6 Fig. 155. 
par deux droites OA, OB^ et que Ton connaisse aussi les 
inclinaisons de ces deux droites sur la verticii^le OG passant 
par leur point de concours 0. Si Ton projette les deux droites , 
sur un plan horizontal quelconque, Tangle A'O'B', form6 
par leurs projections, sera ce qu'on appelle Tangle AOB, 
rdduit i Vhormn. II est clair que Tangle A'O'B' mesure 
Tiuclinaison des deux plans verticaux GOA, COB : ainsi, la 
reduction k Thorizou n'est qu*un cas particulier de la resolu- 
tion d'un angle tri^dre. Gependant, k cause de la disposition 
particuli^re des^donn^es, on le resout directeoient comme 
il suit.' 

Prenons pour plan vertical de projection ^ celui de la face 
AOG.; supposons que la face BOG ait toumi autour de la 
verticale OG, jusqu'k ce qu'elle soil venue se rabattte sur le 
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Fig. 135. plan vertical. Solent alors d^ o^ le$ Ahnt t)rojectit)ils dU 
sommet de Tangle trifedre; e'o'd, la fece COA ; c'o^b\ Ift 
rabattement de I'autre face ; ao'b" un angle £gal ii Tangle 
AOB des detix droites. 

II r^sulte de ces donn^es que le c6t6 OA de I'anglii 
AOB a pour projection horizontale la partie od de xy J 
par consequent il ne s'agit pliis que de trouver la projection 
horizontale du deuxifeilie c6te OB, ou seulemeut sa trace ho- 
rizontale b. ... 

Pour d^termiiler ce point fc, coiisid^ron* le tristrigle Mbi 
2lyant pour somtnets le point et les traces hofizoiitales a; 
b, des cot^s OA, OB. Nous connaissohs, dans c^ triangtei 
le cdt6 Oarzo^a, Tangle AOB=:ao'fr", et le cdt6 Ob=o'y : 
cat lorsque ce cdt^ Ob a tourn^ autouf de la verticale oo\ 
son extrenrite b n'est pas sortie du plan horizontal, dans 
lequelelle a trac6 une circonfdrence ayaiit son centre en a. 

Si done, du point o' comme centre, nous d^crivons Tare 
fc't" qui coupe o'b" en un point ft", et si* nous meuons afc", 
le triangle ao'b" sera le rabattement, autour de Oa, du 
triangle aOb. Done la distance ah=ab". Le pdint b se 
trouve done sur la circonKrence d^critedu point a comme 
centre aVec ab" pour rayon ; mais il est aussi sur la circon- 
jf^rence d^crite dii point o comme centre avec ob pour rayon. 
Done il est a Tintersection de ces deux circojifi^rences. En 
menant o6, on obtieut Tangle aob^ qui est Tangle donn^ 
AOB r6duit a Thorizon. 

i04. Cos particulier. L'une des droites donn^es est ho* 
rizdntale. 
Fio. 156. Si nous prenons toujours pour plan rertical le plan de 
la face AOC, la droite AO sera parallMe k la ligne de terre ; 
la con^ruction g^nerale sera done en d^faiit. 
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tour feupplifier au triaugte aOb, qui n'existe plus, imagi- ffc. loo. 
Dons, par la trace horizontals b du c6t6 OB, un plan V per- 
pendiculaire a OA. Ce plan rencontrera la droile OA en un 
|)oinl A , sommet de l^angle droit d'un triangle rectangle 
AOt>. En effet, la droile kb ^tantsituee dans le plan P, est 
perpendiculaire a OA. De plus , Tangle de ce triangle 
rectangle est ^giil k Tangle des deux droites donnees. En- 
fin, Fhypot^nuse Ob de ce mfime triangle est connue, car 
clFe est 6gale h o'6'. Cons^quemment, aprfes avoir pris, 
comme dans le cas g^n^ral. Tangle a'o'ft^zzrAOBjOn d^crit, 
du point o' comme centre. Tare b'b"; puis on abalsse b"b 
perpendiculaire h la liglie de terre. Cette droite rencontre au 
point cherch6 b, Tare decrit du point o comnae centre, avee 
ob' pour rayon. 



paoBtAma 



Circonserire nne sphere i one pyramide triangulaire. 

105. Le centre de la sphere circonscrile a la pyramide don- 
n^e doit £(re k ^gale distance des quatre sommets de cette 
pyratnide, puisque la surface de cette sphere dolt passer 
par ces quatre sommets. II r6sulte* done de ce qu'on a vu 
dans la G^oni^trie d^mentaire , que le centre de la sphfere 
demand^e sera donnd par Tintersection de trois plans Aleves 
perpendiculaireraent sur les milieux de trors des aretfes. D 
faut, bien entendu, avoir soin de prendre trois aretes non 
situ^es dans une menie face de la pyramide, car alors les 
trois plans perpendiculaires se couperaienl spivant une 
m£me droite. 

Afln de rendre les cotistnictions aussi simples que pds- 
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Pw. 143. sible, on prend, pour plan horizontal de projection, le plan 
qui passe par trois sommets A, B, C de la pyramide don- 
n^e , et pour plan vertical de projection , un plan parallMe 
h Tarfite SA. Alors, cette arfite aura pour projection ho- 
rizontale une droite sA parallMe h xy, et les projections 
verticales des sommets A, B, C serout ies points A', B', C 
de la ligne de terre ; de sprte que si on joint les projec- 
tions ^ et 5' du sommet S, respectivement aux projec- 
tions A, B, C et A', B', C des sommets de la base de la 
pyramide, on obtiendra les projections des arfites qui partent 
du sommet S. Cela pos6, par les milieux m, n des aretes 
AB, AG, menonsdes plans perpendiculaires a ces aretes; 
ces plans sout verticaux, et leur intersection est une ver- 
ticale ayant pour trace le point de rencontre des per- 
pendiculaires mo et no. On sait que cette droite est le lieu 
g^omdtrique de tons les points a egdle distance des som- 
mets Ay B, C; done elle passe par le centre de la sphfere 
demand^e; par suite, ce centre a pour projection hori- 
zontale le point 0, et il a sa projection verticale situ^e sur 
o'o*" perpendiculaire k la ligne de terre. 

* 

Pour determiner cette projection verticale , on observe 
que si, par le milieu deSA, on m^ne un plan perpendicu- 
laire k cette ar^te, ce plan, perpendiculaire auplan vertical, 
contiendraje centre. Done sa trace verticale p'o', perpen- 
diculaire au milieu p' de 5^A% contiendra la projection 
verticale du ceJUre; et Tintersection 0' des lignes p'o' et 
o'^o' sera la projection verticale de ce centre 0. Si on tire 
les droites oA et o'AS elles seront les projection^ d'un 
rayon, dont on construira aisement la vraie grandeur o'r. 

106. Remarque. Les projections de tons les points situ^s 
dans Tiut^ieur iie la sphere circonscrite sout comprises 
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dans les cercles d^crits des points o et o' comme centres^ 
avecle rayon oV; par consequent, ces cercles penvent 4tre 
regard^s comme les projections des contours apparenU de 
la sphere, relatifs h chacun des plans de projection. 



Inserire nne sphire dans nne pyramlde trianpdaire. 

107. Le centre de la sphere inscrite dans la pyramide 
donn6e doit se trouver k 6gale distance des quatre faces de 
cette pyramide ; par consequent ce centre est k Tintersec- 
tion des plans qui divkent les six angles di^dres de la pyra- 
mide, chacun en deux patties ^gales. Pour le determiner, 
11 faut prendre trois de ces six plans bissecteurs, pourvu 
toutefois qu'ils ne passent pas. par lemime sommet de la 
pyramide (car, dans ce cas , its se couperaient suivant nne 
droite), et cheteher leur point d'intersection. 

Afin de simplifier les constructions, on prend, comme 
dans le probl^me qui pr^cMe, la base ABC de la pyramide Fio. 142. 
pour plan horizontal de projection. 

Si on consid^re les trois plans bissecteurs des angles dii- 
dresqui ontpour arfttesles c6tes de cette base, on recon- 
nalt que ces plans forment, par leurs intersections,. un t6- 
tra^dreOABG, ayant iptme bgse que la pyramide dounee, 
et dont le sommet 0, interieur k la pyramide, est le centre 
de la sphere demand^e. U suit de Ik que la section de ce 
tetraMre par un plan horizontal quelconque x'y'^ sera un 
triangle ayant ses cdt^s respectivement parallMes k ceux 
de la base ABC; done les projections horizontales de ces 
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c6t^s seront des parallMes ab , ac, be, k AB, AC , BC. Si 
ces projections ^taient cbniiues, le problfeme serait r^solu. 
En effet, les prolongements des droites Aa.Bb, Gc , ^tant 
les projections horizontales des arttes OA, OB, OC de la 
pyramide OABC , devront se couper en un point o, projec- 
tion horizontale du centre de la sphere inscrite ; et les 
projections verticales correspondantes k'a', B'b\ Cc' de- 
vront pareillement concourir en un point o\ projection ver- 
ticale de ce centre. 

La question est done r^duite k construire la projection 
horizontale abe de la section faite dans la pyramide OABC 
par le plan horizontal x^y\ 

Pour determiner le c6t^ be f on suppose qu*on m^ne , 
par le sommet S de la pyramide , un plan vertical perpen-* 
diculaire k BG. Ce plan coupe la base ABC et la face 
SBC de la pyramide suivant des droites sp, Sp perpen- 
diculaires k BG> et doot Tangle Sps mesure I'inclinaison 
des plans ABC et SBC; de sorte que si Ton conQoit la bis- 
sectrice de cet angle, elle appartiendra k la face OBG du t^- 
traMce OABC. Gela pos^, on fait toumer le plan Sps autour 
de la verticale Si de mani^re k le rendre parallMe au plan 
vertical de projection. Alors 9p se projette sur la ligne de 
terre en trp'=^^ rhypot^nuse Sp se projette sur a'p^ ^t 
la.bissectrice de Tangle Sp^ a pour projection la bissectrice 
de Tangle s'p's". Actuellement, si on conceit le triangle 
s Vp' r^tabli dans sa. premiere position , il est Evident qile 
le point m\ oi p'm' rencontre «'t/ ', se placera en un point 
qui sera Tintersection du plan horizontal x'y' avec la bis- 
sectrice de Tangle Sp«, etqui se projettera en m. Done, 
en menant par ce point m une parallkle bek BC , on aura 
le premier cb\jk du triaagla abe. 



On eonstnrtri^ de la mime mani^e \e% projections ab, at 
des intersections du plan x'y' avec le« deux plans OAB, 
OAG. Le triangle abc ^tant construit, on obtiendra, comme 
on I'a expliqu^^ les projections o et oMu centre de U 
sphere inscrite ; et, 91 la construction est bien faite^ la droite 
(H)' sera perpendiculaire kxy. 

La sphere est tangente au plan horizontal; done son 
rayon est <gal i d'o*, 616vation du centre . au-dessus de 
ce plan. ' 



GoDslniire one sphere tangente aox qualre faces (Ton tetraMre. 

i08. Ge problfeme e^t la generalisation da precedent. 
Si Ton suppose, en effet, que les quatre plans qui compo- 
sent les faces d'un t^traidre soient indefiniment prolong^s, 
on pourra se proposer de chercher toutes les $ph^reg qui 
touchent \ la fois ces quatre plan$. 

Afin de deterntiner, en premier lieu, quel pent itre le 
nombre de ces spheres, observons que le plan de la base 
ABC dutdtraMre, prolooge indefiniment, forme, avec les 
tr.oi8 autrei faces » sdl angles diMres dont tfois sont mii" 
rimn^ et dout les trois auti'es sont extirieufH. 

Pour qu*Hn point soil ^galement distant des quatre htH 
du tetraMre, il fejit qu'il soil situi sur trois des plans 
bissecteurs; de ces six angles diMres. Si done P, Q, R 
sont les plans bissecteurs des^ angles iMMeHti, et t^ue 
PS Q% R' soient les plans bissecteurs des angles extMeurs, 
il J aura autant de sphftras satisfoisant k la question , qu'il 
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y aura de points d^termio^s par les combinaisons suivantes 
des plans bissecteurs : 

P, Q, R; P, Q, R'; P, Q', R'; P'» Q'. R'- 

Q, R, P'; Q, R', P'; 

R, P, Q'; R, P', Q'. 

Le nombre de ces points , et par cons4qa^nt le aoinbre 
des spheres cbercyes, est done au plus ^gal k kuit. 

409. La sphere d^termiu^e par les plans P, Q, R, c'est- 
ii-dire la sphere insctite au t^trafedre , existe toujours. 

II en est de m£me pour les quatre spheres d6termin£es 
par les plans 

P, Q. R' 

Q, R, P' 

R, P, Q' 

P', Q', R% 

• 

que Ton appelle spheres ex-inscrites ^ et qui sont telles^ 
que chacune d'elles toucbe une des faces du t6tra^dre et 
les prolbngements des trois autres fac^^. 

Consid^rons , par exemple , les trois plans bissecteurs' 
P'> Q\ R^ II est. Evident que cfaacua de ces plans fait, 
avec le prolangemmt de la face ABC, vn angle diidre aigu; 
cons^uemment, ces trois plans ne peuvent se couper 4eux 
k deux suivant des droites paraU^Ies^ de mani^re k former 
les face^ d'un prisme triangulaire ; done ik se coupent en 
un seul point , centre de la sphtre ex-inscinte suivarit la face 
ABC. La m^me. demonstration s!appliquerait aux spheres 
exnnscrites suivant les trois autres faces, et il est facile de 
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reconnaltie que leurs centres seraient donu^s par les com* 
binaisons 

P> Q. R'; 
Q. H. P'; 

R, P, Q'; 

des sk plsgos bisseoteurs. 

110. GonsiA^rons maintenantle t^traftdre ABGD, et siip- Fig. 166. 
posons que Ton pl^olonge ses diff^rentes faces ainsi que 
rindique la figure ; fl est clair que Ton obtiendra deux es- 
paces ind^finis BCEFGH, ADIKLM, terminus chacuu par 
quatre plans, et s'appuyant sur les deux aretes oppos^es 
BG9 AD. Ges espaces , dont la forme est assez bieu mdiqu^e 
par ceHe d'un eombU d quatre pentesy out M d^sign^s 
sous les noms Wangles prismatiqties et de bi-angles. On 
comprend que', dans certains eas, une sphere puisse £tre 
inscrite dans un angle prismatique. H semblerait, d'apr^s 
cettei consideration,, que le nombre des* spheres inscrites 
duis les six angles prismatiques obtentls en consid^rant 
ces trois couples d^arfties oppos^es , puisse s'^lever k six ; 
maia il est ais6 de id^monirer que si Ton peut inscrire une 

« 

sphere dans Tangle prismatique BGEFGH, on n'en pourra 
pas inscrire dans Tangle prismatique oppose, et r^eiproque- 
ment. 

En effet, quelle que soit la position de la sphere cherch^e, 
son centre doit se trouver sur les plans bissecteurs des 
angles diMres intirieurs doht les aretes sont AO et BG. 
Le premier plan bissecteur rencontre Tar6te BG en uu point 
II riluS entre B et G. De m£me , le second plan bissecteur 
rencontre AD en un point Y, situS entre A et D. Le centre 
chereh^ doit done se trouver sur la droite UV , intersection 
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des deux plans bmecteurs, Ce centre doit aussi »e trouver 
surleplan R^ bissecteur de Tangle ^hire ext^rieur ayant 
pour ar£te AB ; d'ailleurs une droite ne peut rencoDtrer nn 
plan qu'en un seul point ; done, etc. 

On peut observer encore que le plan R' est ext^rieur au 
t^traMre, dans lequel est situ^e la droite UY; done le 
centre de la sphere dont il s'agit sera Mur k proUmgmmit 
de UY; eoit en 0', dans Tangle prisuiatique BCEFGH , 
30it en 0^/dans Tangle prisniatiqua ADIKLM. 

S'il arrive que le plan R' soit parall^le i la droite UY , alors 
le centre de la sphere est transport^ It Tinflni , ou phitftt 
cette sph^e n'existe pas. 

Au lieude determiner lo centre 0' ou le ceotre (K par 
TiptersecUou du plan P passi^t suivant . BG » du plao 
W passaut suivant AB et du plan bissecteur AOU, on 
pourrait Tobtenir au moyen de la combinaisoa des plang 
Pt R' et Q'; en supposant que Q' soit le plan bissectaur 
de Tangle difedre ext^irieur dont TarAte est AG. Nous 
ratoinbops ainsi sur la combinaison P, R\ Q', ^odiqu^ 
plusbaut. 

Nous v^yons done que les -spbiirds ditenaip^oft par 1m 
coi»binaisom 

P, R', Q', 
Q, P', R', 
R, OS P', 

peuveut^ 9n tout ou en partie, ne paa-exister} c'est<)i«dire 
que le n ombre des solu^ons du probl^me peut 6tre r^duit 
k cmq* Mais peut-il s'^lever k huiU ^ sept ou m6me k six? 
C'est ce qu*il convient d'examiner.- II faut bien remarquer 
ea effet.que, Asm les d^veloppdmeuts prfioMeats, rien fie 
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prottve qu'en g^o^ral la droite UY reiicontrera le plan R^ 
ou, ce qui est la m^me chose, que les plans P, RS Q' se 
couperoDt en ua point unique. 

111. Afin d'^claircir cette partie de la question, npi^s 

« 

commeucerons par demontrer la proposition suivante. 

TMorbme I. — Dam tout. Utraidre, le plan Hssecteur 
de chaque angle diidre partage Var&ie opposie en deux 
segments proportumnels aux Hires des faces ddjaeentes. 

Gonsid^rons , par exemple , le plan AUD, qui divise en 
deux parties egales Tangle diidre int^rieur dont I'arfite est 
AD. n s*agit de demontrer que 

CU B' 

en reprisentant Taire d'une face par^la lettre qui indique 
le sommet oppose k cette face. 

ProJ6U)n&.la figure sur un plan queleonque, perpendicu- 
laire k AD. Cette droite aura pour projection un point I; Fig. 167. 
et lea plans ABD , ADD » ACD, 6tant perpendiculairea au 
plan de projection, auront pour traces des droite^ Ifi^IU^ 
IC telles, que lU' sera la bisseetriee de f angle farmi par 
IB' et IC. Enfin, la droite BUG se projottera suivantune 
droite BTJ'G'. 

Cela pos^ , le tMor^me de g^om^trie ^meotaire donne 

C'U'~C'I' 

• 

Mais ii est clair que B'U', G V^ sent des (droites pro* 
portionnelles k BU, GU, et que fil» Gl aont Egales, 
respectiyementy aux perpendiculairea abaiss^es des points 
B , G sur la baae AD ^ triangles ABD , AGD* La pro- 
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portion pr^c6dente revient done h celle qa*il s'agissait de 
d^montrer. 

Fio. 166. 112. Supposons qu'apr^s avoir men^ la droite UY, d^ 
termin^e par les proportions 

BU_C AY_D 
CU~B' DV""A' 

on mtoe, semblablementt la droite ST» qui rencontre les 
arites oppos6es AB, CD, de mani^re que 

AS_B DT_C 
BS~A' CT""D' 

D'apr^s ce qui pr^cfede, chacune de ces droites doit cotUenir 
le centre de la spMre inscrite au titraldre; donc^puisque 
ce centre existe toujours, les deux droites se coupent. De 
\kf ce th^or^me : 

ThSorimeJl.^ Les droites qui partagent les writes op- 
posies d*un titraidre, chacune en deux segments additifs 
proportionnels aux fhces adjacentes d ses deux extrimtiSy 
se coupent toutes les trots en un mime point, centre de la 
spktre mscriJiie au titraidre. 

113. Du reste, on peut dimontrer 'directement que les 
droites UY, ST se coupent , en observant que les propor- 
tions pr6c^entes dbnnent 

AV.DT.CU.BS = AS.BU.CT.DV. 

114. Au Ueu de partager le& aretes en segsaents a4diti&, 
supposons qu'on les partage en segments 'Soustractifs , de 
maniire k satisfaire aux proportions 

Ax;_c m'jB Dr_c ^'_b 

CX'^A' py—p' CT'^~D' BS'—A* 



DB GtOMfiTEd DBSCR1PT1TB. 405 

Gomme ces proportions donnent 

AS'.BY\CXM)T'=AX'.BS'.CT'.DY% 
on conclut encore que les droites ST' X'Y' sont dans un 
mime .plan. Done, en ginA'al, elles se couperont en un 
mime point 0', situi aussi sur la droite YU. Ge point 
sera le centre de Tune des spheres inscrites dans les angles 
prismatiques. 

115. Pour que cette sphere n'existe pas, il faut que les 
droites UY, X'Y'/ lesquelles sout toujours dans un mime 
plan^ soient parallMes entre elles. Cherchons dans' quel cas 
aura lieu ce parall^lisme. 
Les proportions 

AX'_C CT_D DV_A 
S"'~A' DT~C^ AV~D 

donnent AX^CT.DV=CX^DT.AV; 

ainsi, les points XS T/Y sont en ligne droite, et AYX' est 

un triangle. A cause de la transversale DTG , nous aurons 

done, AC.TX'.DY= AD.YT.CX'. 

De m6me, UTY' estune droite; et le triangle BUY^ coup^ 

par la transversale DTG, donne 

BG.UT.DY'=BD.TY'.GU. 

Maintenant,. les deux droites YU, X'Y' 6tant supposes pa- 

rallMes, on a 

VT^TX; 

ijT~TY'* 

Si on multiplie membre k membre les deux premieres 
igalitis, et qu*on ait ^gard k cette derni^re, on obtient 
AG.BG.DY.DY'=AD.BD.CU.GX' 

AC BG_AD BD 
^ 'GX'*GU~DY*D¥^' 
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Mais, ainsi qu'il est ais^ de le reconnattre, 

AC _ C— A BC_B-f-C AD A+D ^ BD^D— B 
CX'~ A ' CD~ B ' DV~ A ' DY'^ B ' 

done (C— A) (B-K:)= (A+D) (D— B) , 

C_A A+D C+D 

All ^ -=; ' 

D— B B+C C+D* 

Gette proportion exige que A+D=6+G. 

Ainsi , pour que la sphere O'^ disparaisse , tl put et il 
mfjit que la somme des aires des faces qui ont AD pour 
arite commune, soit iqmvalenie h la somme des deux au- 
ires faces. 

116. Nous avons suppose, dans toyt ce quipr^cMe, que 
Ton n'a pas, h la foi^,- C=A et D=B. Si ces deux condi- 
tions ^talent v^rifi^es, les points X' et Y' seraient trans- 
portfo k rinfini , aussi bien que la sphfere O'i En mfime 
temps, comme les sbmmes A+B et C+D seraient igales, 
la sphere inscrite dans Tun des angles prismatiques ayant 
pour arttes AD ou CD, aiirait un rayon infini. C'est-k-dire 
que le nombre des spheres tangentes aux quatre plans se* 
rait r^duit k six. 

117. En r6sum6 : 

1^ ' Quand la somme des aires de deux des faces du U- 
traddre est igale i la somme des aires des deux autres faces, 
les sphires de la troisidme espice se riduisent ft deux ; 

2^ Si les foces du titraMre sont ^quivalentes deux i 
deux, il n*y a plus qu'une sphire de la troisiime espdce; 

3^ Enfin, si les^ quatre faces du Utraidre sont iquvoa- 
lentes entre elles, les spheres inscrites dans les angles pris- 
matiques se transportent Umtes les trois i rin/lni. 
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On y^rifie ces conclusions en cherchant les relations qui 
existent entre les rayons des trois spheres , les aires des 
bees, et le volume Y du t^tra^dre; ces relations sont 

±V=|r,(A+B-G-D), 



H:V=.R,(A+C-B- D), 
o 



± V=w Ri (A+D— B— C). 
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CHAPITRE VI. 



Coonaissant Tone d« projeetions d'an poinljsitae dans on plan donne, troover 
la position qa'oeeape ce point, lonqu*on rabat, sar le plan horizontal, le 
plan donne. 

Fig. 144. 118. Soil o la projection horizontale donn^e. Nous com- 
mencons par chereher la projecUon verticale correspon- 
dante o^ 

Pour avoir CDsuite le rabattement du point sur le plan 
horizontal, on observe que ce point, en toumant autour de 
la trace horizontale ua^ d^crit dans Tespace une circonf^rence 
dont le plan est perpendiculaire k axy dont le centre est le 
pied de la perpendiculaire abaiss6e du point sur eette 
droite, et dont le rayon est ^gal k cette perpendiculaire. Si 
done, de la projection horizontale o, nous abaissons bhg 
perpendiculaire k aa, Je point h, oil ces deiix droites se 
60upeut, sera le centre de la circanf^reuce d^crite par le 
point ; et le rabattement cherch6 sera situ6 sur hg^ k une 
distance du point h ^gale k Oh. D'ailleurs, cette demifere 
distance se construit facilement k Taide d'un triangle rectan- 
gle hoO'. On obtient done, pour rabattement du point 0, le 
point O'. 
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419. Remarque. La projection horizontale o d'un point 
situ^ dans un plan aaa.^ et \e rabattement 0^ du point 
O sur le plan horizontal , sont toujours sur one m£me per- 
pendiculaire 00"^ k la trace horizontale aa du plan om'. 



GmiBUttaDt le rabattement f on point silni dans on plan donni, eonstrnire 

les denx projections de ce point. 

120. On suppose que le plan aoca\ ayant toum^ autoilr Fig. 145* 
de sa trace horizontale oa^ pour se rabattre sur le plan 
horizontal, le point du plan occa^ soit venu eti 0''; etl'on 
demande les deux projections de ce point 0. 

Poup ceta, 'on abaisse (yh perpendiculaire sur la trace 
horizontale dA, et on observe que la projection Iiorizontale 
du point doit se irouver sur cette perpendiculaire. Si on 
considfere ensuite le triangle rectangle Ooh^ on connalt^ dans 
ce triangle, I'hypot^nuse Oh 6gale k 0\ et Tangle Oho 
^al k Tangle que forme le pkn donn^ aaa^ avec le plan 
horizontal. Or, cet angle 0, ainsi que nous Tavons vu plu- 
sieurs fois , s'obtient facilemQDt .en construisant le rabatte- 
ment hn de Tinterseption du plan donn6 avec le-plan kmm\ 
perpendiculaire k aa. 

Si done Ton porte sur ftirune longueur hO^^^ftO', et si 
Ton abaisse O'o perpendieulairjB k ftm, le triangle O'oh ' 
sera ^gal au triangle Ooh , et le pied o de la perpendicu- 
laire O'o sera la projection horizontale du point 0. 

La projection verticale du point d<Mt d'ailleurs se trou- 
ter sur (xf perpendiculaire k ^^ et k une distance de cette 
^oite ^ale k Oo. 
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GoDDiinaiit I'vni dei pn^eetioni d*.iiiie dioiu siMe im mi pbi dMii6, 

IroaYer le rabaUement de^eeUe droite. 

Fig. 146. 121. Soil be la projection horizontale de la droite don- 
n^e, situ^e dans le plan aaa'. II est Evident que pour obte- 
nir le rabattemeht de cette droite . sur le plan horizontal, 
11 suffit de determiner les rabattements de deux de ses 
points, et de les joindre par une Ugne droite. Afia de 
simplifier les constructions , on choisit, pour ces points, 
les traces de la droite , parce que la trace horizontale e^ 
appartenant k la trace horizontale du plan donn6 axa% est 
elle-m£me son rabattement, et que Ton n'a plus qu'k de- 
terminer le rabattement B' de la trace verticale b' de la 
droite donn^e. On obtient ainsi Wc pour le rabattement 
de cette ligne. 



GoiMiMiiit to lAtltoBMit d'niie diotle litoie dni m pin dnnijl, 
CMstNiie lei data projaetians deeeUa droila. 

Fig. 146. 122. Soit cB' le rabattement, sur le plan horizontal, 
d'une droite situ^e dans le plan donn^ ooa'. Si on cherch6 
lea projections horizontales et verticales de deux points 
quelcbnques de la droite Tabattue cB' (problime XXXIX ^, 
et qu*0D joigne par des droites ces projections hoiizontales 
et ces projectiona verticales, il est Evident qu'on obtiendra 
les projections de la droite cherch^e. Afin de simplifier les 
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constractions , on prend, pour Tun de ces points , la trace 
horizon tale e de la droite. 



Tronrer, sor one droite donnee, nn poiat d^nt la distanee k on point donn6 

soit ^e A nne longnenr doon^e. 

123. Soiento, o'et be, fc'c'les projections du point donni Fig. 147. 
et de la droite donnee. Par ce point et cette droite on fait 
passer un plan aaa' que Ton rabat sur le plan horizontal 
en le faisaot tourner autour de sa trace horizOntale. On de- 
termine les rabattements et cB du point et de la droite. 
On dicrit ensuite du point comme centre, avec un rayon 
^al h la longueur donnee, un arc de cercle qui coupe cB 
en deux points M et N. Ces points sont les rabattements 
de deux points satisfaisant k la question, et dont les pro- 
jections m, m' et n, n' s'obtiennent facilement. 



Meier I one droite dem^ , sito^ dans nn plan donni, ime panlHIe 
qui en soit distante d'une longneur donn6e« 

r ^ 

124. Soient &c, b^c' les deux projections de la droite Fio. 148 
donnee, laquelle est situ^e dans le plan ooca'. On cherdie le 
rabattement cB de cette droite sur le plan horizontal. On 
mtoe kp parall^le k cB et k une distance ^gale k la lon- 
gueur donnee I; cette ligne est le rabattement de la parallMe 
demand^e ; de sorte que le point k^ oii kp rencontre la trace 
horizontale oa du plan am\ est la trace horizontale de celle 



parallMe. Le point k , appartenant au plan borizoutal , a 
pour projections k et k'; done les droites kq et k'q\ me- 
nses par les points ft et ft' parallMement ^ be et b'c'j sont 
les deux projections de la droite cberch^e. 
Le problime admet tonjours deux solutions. 

Mener no plan parallile i an plan donne, et qui en soil distant 

d'one longneur donn^. 

« 

Pig. 149. 125. Coupons le plan donni aaa' par un plan ^/3t^ per* 
pendiculaire k la trace horizontale aa^ ei, par consequent, 
perpendiculaire au premier plan. Soit mn le rabattcment , 
sur le plan horizontal, de Tintersection de ces deux plans. Si 
nous, menons pq parallMe a mn, de manifere que leur dis- 
tance soit 6gale k la longueur donn6e, cette droite pq sera 
6videmment le rabattemenl de Tintersection du plan cher- 
ch6 et du plan auxiliaire b^b'; et le point p^ ou pq, coupe 
b^y appartiendra k la trace horizontale du plan cherch6. Ge 
plan est done cyc\ 
n est clair que le problinie admet una seconde solution. 

P&OBIilftlltB JCLV. 

TroBTer les projeelions d'ane eireonferenee passant par trois poinis donnes. * 

Fig. iSl. 126* Soient (a, a% (6, b') et (c, c') les trois points dau- 
nts. On fait passer un plan mcxm' par ces trois points, puis 
on fait tourner ce plan autour de sa trace horizontale tnx , 
afin de le rabattre sur le plan horizontal de projection ; et on 
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determine les rabattements A^ B', C des trois points don-p 
n^s. On d^crit ensuite la circonf6rence qui passe par ces 
trois points ; et il ne s*agit plus que de revenir du rabatte- 
ment aux deux projections. 

Or, si Ton prend , sur la circonf^rence 0', un certain 
nombre de points M^ N^ P^.«; qu'on cherche les projec-* 
tions corfespondantes m\ n' p^.. ; enfin, qu'on unisse les 
deux series de points ainsi obtenus, par deux trdts continus 
mnp*.., tnVp'...; ces deux ellipses mnp..., m'n'p\-* se- 
ront les projections cherch^es (*). 

Pour completer T^pure, on construit les projections o, o' 
du centre de la circonf^rence. Ces deux points sont les 
centres des ellipses correspondantes. 

127. Cos particuliers. 1^ Les projections hprizontales des 
trois points donnas sont situ6es sur une m^me droite paral- 
l^le a la ligne de terre. 

Les projections horizontals a, b^ e de ces trois points Fio. 152. 
itant sur une parallMe kxy, le plan de la circonfi^rence 
cherch^e est paraU^le au plan vertical ; done elle se pro- 
jette sur le plan vertical en veritable grandeur ; et sa pro- 
jection horizontale est dirig^e suivant la droite abc. 

^ Les projections horizontales des trois points donnas 
sonti sur une mfime droite non parallMe k la lipe de terre. 

On ram&ne ce cas k celui qui pr^c^de en faisant tourner 
le plan vertical des trois points autour de la verticale (a> aa% Fio. 153. 
jttsqu'k ce qu'il soit devenu parallde au plan vertical de 
projection. 

(*) Voir la note a la .fin de TouTrage. 
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Par in poiot donni, mener one droite (pii Um^ vm !• lipe ^ tenoy 

un ani^e donne. 

128. SupposoDs le probl^me r^solu, et faisons tourner la 
Fig. 454. droite cherch^e (oa, o^a), autour de la ligne de terre, jus- 
qu'k ce qu'elle se rabatte sur le plan horizontal. Dans ce 
mouvement, le point a, 0(1 cette droite rencontre xy^ ne 
variera pas. D*ailleurs, le point donn^ (0, 0') se rabat en m, 
k une distance de la ligne de terre , ^gale k Thypot^nuse 
d*un triangle rectangle dont les cdt^s de Tangle droit se- 
raient ohet o'h. Si done, par ce point m, nous menons une 
droite ma qui coupe xy sous Tangle donn^, nous obtiendrons 
le point inconnu a. 

Par an point donnt, ttener nne droite qai ooope, sons trn angle donne, 

nne droite donnte. 

199. Ge problfeme est la generalisation de celui qui pr^- 
cMe. Pour le r^soudre, on fait passer un plan par le point 
%i par la droite AB ; on rabat ce plan sur Tun des plans 
de projection ; par le rabattement du point on mine une 
droite qui coupe , sous Tangle donne , le rabattement de 
A£ : la droite ainsi trac^e est le rabattement de celle que 
Ton cherche. D ne reste plus qu'Ji revenir du rabattement 
aux projections. Les constructions sont effectuees dans la 
figure 150. 

Le problime admet evidemment deux solutions. 
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flMUuiant la p^jediMi teitieale fuM dfolle, un de M ^hti, d fngle 
fMIt fril iTM k plan koriionlal , eomlnire n pfffecllMi kwiiMlilc. 

ISO. SoU a'V U projection Tonicale de U droUa» «tFiG. 157. 
soiento, o'lts deux projections de Tun de les points. II est 
clair que la droite sera d^termin^e quand on connattra sa 
trace borizontale a. 

Or, si Ton coucoit qu'on joigne le point a au point 
donn^ et ^ sa projection borizontale o, on obtiendra un 
triangle Ooa rectangle en o, dans lequel on connatt le c6t6 
Oo=q% et Tangle Oao=0, Si on mine, dans le plan verti- 
cal, la droite o'k sous Finclinaisou o'kk=:6y le triangle o'kh 
sera 6gal au triangle Ooa, et le cdt6 hk sera ^gal k la dis- 
tance M* Done, si du point o comme centre, avec hk pour 
rajon, on d^rit un arc qui coup^ la perpendiculaire a'mea 
a, ce point sera la trace horixontale de la droite demand^e* 

Par suite, la projection borizontale de cette droite aera 
la ligne ao. 

131. Remarque. Le problime admet gto^ralwent diu 
solutions ; tt peiit n'en admettre qu'uiie ; il peut Air« in* 
possible. 

« 

wwLomsAmm ituz. . 

Vw on point domii, mener mie droite qai tuse aree le plan horltontal nn ang|o 
donni, et qni teneontre nne diolte donnte, sitnie daos ee plan. 

133. Ge probl&ffle ne difl^e dn pr^c^dent qnVn ce que la 
trace borizontale c de la droite cbercb^e, au lieu de se trou- 
ver sur nne droite m% perpendiculata^ k la ligne de terre 
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vBowMJan ui. 

Pit Mi p#iBt domrf, mmr wot drotte qnl fane, tret Im phBi de pnjMliMi 

des ao^M doBiiii. 

F». 160. 1S6. 1« Supposons que la point donnA (a, n') appartimne 
au plan vertical, et qu'on veuille mener par ce point une 
droite qui ftase un angle «t avec le plan horizontal et un angle 
j3 avec le plan vertical. Cette droite forme, avec sa projection 
borizoutale et avec aa\ un triangle rectangle *dans lequel on 
connait le cdt6 aa' et Tangle oppose k ce cdt^, lequel est 
^gal }x (X. Pour rabattre ce triangle en vraie grandeur sur le 
plan verticali il sufiit de mener la ligne a'h sous Tinclinai- 
son a'ha-=za. Cette ligne a'h est la vraie longueur de la 
partie de la droite demand^e, comprise entre les deux plans 
d« projeotion. 

Cette m6me droite forme» avec sa projection verticale et 
avec Wt m autre triangle rectangle, doni rbypot^nuse 
df ale a% et dans lequel Tangle aigu adjacent au sommet a' 
eil 6gal k ^. Par consequent » pour construire un triangle 
kha' ^al it a^b'bf il sufBt de d6crire, aur ha' comme dia* 
mitre , une demi-eirconf^rence , de mener a'k sous Tincli- 
naiaon fca'fc^s^, et enfin de tracer hh. Cela pos^, en d6- 
orivant'Taro W du point a' comme centre et tirant b'a', 
on obtient la projection verticale de la droite demandfe ; 
puis, en 61evaut b'b perpendiculaire k xy, decrivant Tare 
hb du point a comme centre, et joignant ab, m obtient la 
projection horizontale de cette droite. 

Comme verification, il faut que bb' soit egal k hk. 

Si® Si le point donne, au lieu d'etre situe sur le plan ver- 
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Gomtniire on plan, eonnaissant sa traee horixontale el Vangie qu*9 fait 
ayee le plan boriioiital de projection. 

Fig. 162. i38. Supposous que aa soil la trace horizontale du plan 
qu'il s'agit de constniire. En un point quelconque m de a<z» 
menons un plan m;)a^ perpendiculaire ^ aoL; il coupera le 
plan cherch^ suivant une droite qui a pour trace horizontale 
le point m, qui fait avec mp Tangle donn6 By et qui perce 
le plan vertical en un point inconnu a\ Pour determiner ce 
point, on pent rabattre le triangle rectangle mpa' sur le 
plan horizontal ; il suffit, pour cela, d'61ever sur mp la per- 
pendiculaire pr^ et de mener la droite mr sous Tinclinaison 
rmp = 0. On obtiendra done le point a' en d^crivant un 
arc de cercle du point p comme centre, avec pr pour rayon. 
i39. Remarque. Ge probl^me se d^duit imm^diatement 
du probl^me XXIII ; il en est de mdme du suivant. 

vwLomLkmB xiv. 

GoMtniire im plan, eomuiigsant sa trace horiiOBlale et Fangie qii*ll fait 

avec le plan vertical de projection. 

Fig. 162. 140. Soit aa la trace horizontale du plan. Pour trouver sa 
trace verticale, d'un point m pris k volenti sur la trace 
horizontale aa^ on abaisse ms perpendiculaire k scy^ et on 
m^ne mk sous rinclinaisonnifc5=r0. Enfin, du point « comme 
centre, avec ^fcpour rayon, on d6crit un arc de cercle, au 
quel on m^ne une tangente par le point a. Gette tangente 
sera la trace verticale du plan. 
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141. Disetissiaii. Lorsque le point a est situ^ hors de la 
drconf($rence d^crite du point s comme centre, avec sk pour 
rayon, on pent mener a cette circonf^rence deux tangentes ; 
et par consequent il y a deux solutions. Lorsque le point a 
est situ^ sur la circonfi6rence, il n'y a qu'une solution, et le 
plan est perpendiculaire au plan vertical. Enfin, le pro- 
bl^me est impossible lorsque le point a est situ6 dans Tin- 
t^rieur de la circonfiirence. 

Vbt ine droite donnee, faire passer on plan qai fasse avee le plan horixontal 

on angle donne. 

« 

142. Les traces du plan cherch^ doivent passer par les 

traces a et ft de la droite donnee. Pour achever de d^termi- Fig. 163. 
ner ce plan, on suppose sa trace borizontale aa counue; on 
abaisse bp perpendiculaire k aa, et on joint le point b^ ati 
point I?; on obtient ainsi, dans Tespace, un triangle rectangle 
Vpb, dans lequel on connait le cdt^ b'b et Tangle ft'p&=d 
oppose k ce cAte. On pent rabattre ce triangle sur le plan 
vertical, en b'bq; et Ton determine ainsi la vraie grandeur 
bq de la distance entre le point b et la trace horizontale 
inconnue aa. On obtiendra done cette trace horizontale en 
decrivant un arc de cercle du point b comme centre, avec 
bq pour rayon, et en menant k cet arc, par le point a, une 
tangente ap. 

143. Discussion. Lorsque la trace, horizontale a de la 
droite donnee est situde hors de la circonf^rence d^crite du 
point b comme centre, avec bq pour rayon, il y a deux plans, 
oaV et ajSfr, qui r^pondent a la question. Quand le point a 
est sitae sur la circonference^ il n'y a (|u'une solution ; enfin 
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le problftme est impossible lorsque le point a est situA dans 
rint^rieur de la circonfdrence. 



iltnt dmm^ si plan «t ssi droite titn6e dm as plan, neiw f» eette 
Hi leeoiid plan qoi faaM at ee le pranier an wi^t donai. 

■ 

Fig. 164. 144. Solent baa' le plan donn6 , et a6 , a'b' les deux 
projections de la droite donn^e. Pour mener par cette droite 
un plan qui fasse avec le premier un angle donn^ 0, ^levons 
en un point quelconque de cette m£me droite , un plan 
qui lui soit perpendiculaire. Ge plan aura pour trace horizon- 
tale une droite ph perpendiculaire & ab, et il coupera le plan 
donnd et le plan cherch^ suivant deux droites qui partiront 
du point et qui feront en ce point Tangle 6. La premi&re 
de ces droites perce le plan horizontal au point Pf et la se- 
conde le rencontre en un point inconnu q de la ligne ph* 
Si on suppose ce point connu, on aura dans Tespace un 
triangle pOq dans lequel on connait Tangle pO^^ 0, et le 
pied h de la hauteur hO ; par consequent, pour coostruire 
ce triangle, il suffit de determiner sa hauteur • Or, elle est 
perpendiculaire k la droits donn^e {ab , a'b') ; si done on 
rabat cette derui^re droite sur le plan vertical en a% et 
que du point r» od se transporte le point h^ on abaisse 
rk perpendiculaire sur a'Sy on connattra la vraie grandeur 
r^de la hauteur Oh du triangle pO^. Prenant done sur hb 
une longueur /im=:;;r'^>joignant mp, et tirant la ligne mq sotts 
Tinclinaison qmp^d, on obtient un triangle qmp ^al au 
triangle pOg de Tespace, et, par cous^quenty on d^temiiue 
le pointy. Ce point ^tant coonu, on le joint au point b, etoQ 



a la trace horaontale ftj3 du plan chercM. Quant k la trace 
Yarticale, oo I'obtient en joignant le point ^ au point a'. 



Vu m peint donae, faire passer un plan qui faase, avee les deox plans 

de projection, des ingies donais. 

145. Supposons d'abord que le point donn6 (o, o') appar- Fig. 165. 
tienne an plan horizontal; et solt ooek le plan cherch^, qui 
doit faire, ayec les deux plans de projection, les angles don- 
nas oe et |3, . 

Du point 0, menons la droite oh sous rinclinaison 
ofco'zrjS: le triangle oho' pent 4tre consid6r6 comine 6tant 
le rabattement de la section faile par uu plan oo'd, perpen- 
diculaire k la trace verticale inconnue xk. Cous^quemment, 
cette trace verticale sera tangente k la circonftrence d^crite 
du point o' comme centre, avec o'h pour rayon. 

D'un autre c6t^, si nous imaginons par le point o' une 
verticale o'ketuneperpendiculaire au plan cherch6, Tangle 
de ces deux droites devra <tre 6gal k a. Or, la secoude de 
ces deux droites est situ^e dans le plan oo'd; done elle a 
pour rabattement o'm perpendiculaire k oh. II suit de Ik que 
si on mine o'n sous Tincllnaison no'm=ia^ on doit avoir 
o'n=o'k. Le point k se trouve done k Tintersection de o'k 
et de la circonf^rence d^crite du point o' comme centre, avec 
o'n pour rayon. En menant par ce point une tangente kd 
k Tare hdy on obtient la trace horizontale ka du plan cher- 
ch^. Quant k sa trace verticale, on Tobtient en joignant le 
point a au point o. 

Si Ton suppose maintenant que le point donn^, au lieu 
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d'etre situ^ sur le plan horizontal, occupe dans Tespace une 
position quelconque (p«pO> ^ suffira, pour r^soudrela ques- 
tion, de mener par {p,p') un plan b^b' parallMe au plan oak 



Par on point donne, faire passer Qn plan qii soil perpendicalaire k ao 
plan donne, et qui fasse, avee le plan horizontal, nn angle donne. 

146. Du point donn^, on abaisse une perpendiculaire sur 
le plan donn6 ; puis on fait passer par cette perpendiculaire 
un plan qui fasse, avec le plan horizontal de projection. 
Tangle donn6 6. U est clair que ce plan sera perpendiculaire 
au plan donn£. Par consequent, il r^pendra k la question 



Slant donnee la projeetion horizonlale d'une drolte perpendienlaire k nne droile 
donnee en nn point donn6, trouter sa projeetion tertieale. 

147. Supposons que AB soit une droite donnee , que 
Ton connaisse la projection horizontale d'une droite AP 
perpendiculaire k AB au point donn6 A, et qu'on demande 
la projection verticale de AP. Pour rfeoudre ce problfeme, 
on m^nera par le point A un plan perpendiculaire k la 
droite donnee AB; ce plan contiendra necessairement la 
droite cherch^e AP. Par consequent, on sera conduit i 
chercher la projection verticale d une droite situ^e dans un 
plan donne, conuaissant la projection horizontale de cette 
ligne. (Probl^me IX.) 
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TrouTer rialerseetioa de deux plans, donnes par lean traces horiioatales 
el les angles qo'Us foot avee le plaa horizoDtal de projection. 

148. Supposons que les traces horizontales des deux 

plans P, Q soient les droites aix, 6/3, et que d et &> soient les pj^^ ^05^ 
angles qu*ils font avec le plan horizontal. Par le point c, od se 
coupent les traces horizontales, faisons passer deux plans, 
Tun perpendiculaire k aa, Tautre perpendiculaire a b^. Ces 
deux plans verticaux auront pour traces horizontales cd 
perpendiculaire k oa, et ce perpendiculaire k b^; ei si on 
rabat chacun d'eux autour de sa trace horizontale, leurs 
intersections avec les plans P, Q seront des droites cf^ 
eg, respectivement inclin^es sur cd, ce , des angles d, o. 
Actuellemeut , coupons les plans P, Q par un plan hori- 
zontal quelconque x'y' - ^^^ projections horizontales pm, 
qm des deux intersections se construiront tr^s-ais^ment en 
consid^rant cd , ce comme des ligiies de terre auxiliaires. 
Par suite , cm sera la projection horizontale de Tintersec- 
tion des plans P, Q ; et si nous menons cc\ mm' perpen- 
diculaire k la ligne de terre, nous obtiendrdns c'm' pour la 
projection verticale de cette mime intersection. 

149. Remarque. Par la construction tris-simple indiqu^e 
sur r^pure, on obtient les traces verticales aa^ b^' des 
plans P, Q ; et comme on pent employer ces traces verticales 
pour determiner Tintersection des deux plans, le probl^me 
comporte plusieurs verifications. 
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ConnaisMBt la IriMi horiximtalei de devx plau hinvl enlrs «n on angle 
donne, ainsi qae la projection horizontale de lear iatenection, trooYer 
1« traoes Yertiealea. 

Fig. 164. 150. Soient b(x^ 6/3 les traces horizontales des deux 
plans, et ab la projection horizontale de leur intersection. II 
r^sulte de ce que Ton a vu au num^ro 90, que pour trouyer 
les traces verticales des deux plans, il faut effectuer les 
constructions suivantes : 1^ mener pq perpendiculaire k 
ab; 2<^ decrire sur pq un arc capable de Tangle donnd 9, 
et joindre le point m, ou cette ligne rencontre ab^ aux 
points p et q; Z^ decrire les arcs de cercle bs et hr dv 
point a comme centre ; 4^ d6crire du point r cemme cen- 
tre, ayec rk^:zhm pour rayon, un arc de cercle, et mener 
k cet arc une tangente ska', partant du point 8 et rencon- 
trant en a' la perpendiculaire aa'k xy ; 5® joindre le point 
a' aux points a, j3 oil les traces horizontales des deux 
plans rencontrent la ligne de terre. Les droites aa' , |3a' 
sont les traces verticales des deux plans. 

151. Discusmn. Lorsque le point 8 est situ6 hors de 
la circonfiSrence d^crite du point r comme centre avec hm 
pour rayon, ou pent mener du point 8 deux tangentes ii cette 
circonf6rence, et par consequent le problfeme admet deux 
solutions. 

Lorsque le point s est situi sur la circonfiirence, il n'y a 
■ qu'une solution . 

Enfin, le probl^me est impossible lorsque le point s est 
situ^ dans rint^rieur de la circonfiirence. 
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Goniiainaiit h piojeetion horiiontale d*an angle triMre tri-netangie, 
^ troovep M pniaethn lertieale. 

152. Soit s la projection horizontale du sommet de Tangle Fig. 171 
trifedre , et soient sa, $by sc les projections horizontales de 
ses trois aretes. Si nous coupons les trois faces par un 
plan horizontal quelconque, les trois intersections seront 
projet^es horizontalement suivant des droites perpendicu- 
laires aux projections des ar6tes correspondantes. Gons^- 
qoemment, nous minerons une droite quelconque be per- 
pendiculaire k sa ; puis, des points b, e, nous abaisserons, 
sor BCf sb, les perpendiculaires ba^ ca, lesquelles se coupe- 
rant 9ur 08 (*) ; et ces trois droites bc^ ba, ca^ pourront 
£tre regard^es comme les traces horizontales des trois fli- 
ces de Tangle triMre. 

Actuellement, supposons que Tune quelconque des faces 
de Tangle triMre, la face Saft par exemple, toume autour 
de sa trace horizontale ab, pour se rabattre sur le plan du 
triangle abc. 

Le rabattement du sommet S devra se trouver sur le pro- 
longement de la droite csy perpendiculaire k ba. D'aiUeurs, 
Tangle aSb est droit; done ce m6me rabattement floit dtre 
situ6 sur la circonf6rence d^crite sur ab comme diam^tre ; 
il sera done en $'. 



(*) Gette proposition , reciproque de ce theoreme : les trois hau- 
teurs (Tun triangle se coupent en un m&me point, se demontre tres- 
als^ment au moyen de la ridueUon d Vahiurde. 
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Connaissant le rabattement du sommet S et sa projection 
horizontale s, il nous sera bien facile d'obtenir sa projection 
verticale/: Le probl^me pent done £tre regard^ commer6- 
solu. 

TrodTer, sar an plan perpendicalaire \ vne droite doonfe, le lien des pieds de 
tootes les droites qui, parUnt d'un dcs points de la perpendtcolaire, font 
arec elle an angle donni 

153. AB 6tant la droite donn^e et le point pris sur 
cette droite, cherchons le point G ou la droite perceleplan 
donn^ P. Soit ensuite M un quelconque des points satis- 
faisant a la question. Si nous consid^rons le triangle MCO, 
^videmment rectangle en G , nous verrons que le cdt6 OC 
est constant, et que Tangle aigu est ^gal k Tangle donn6 
6. Gons^quemmenty le lieu geom^trique cherch^ est une 
circon£6rence ayant pour centre le point G. 

II faudra done, pour construire T^pure : 

1^ Ghercher les deux projections et le rabattement du 
point G, situ6 dans le plan donn^P; 2^ construire la droite 
OG en veritable grandeur ; 3^ construire un triangle rectan- 
gle OGM, connaissant le cot^ OG de Tangle droit, et Tangle 
aigu G, ^gal k Tangle donn6 ; 4^ chercher les deux projec- 
tions d'une circonf^rence situ^e dans le plan P, connaissant 
son rayon GM et le rabattement de son centre. 

FaoBititea ixv. 

TroQTer une droite parallile i one droile donnje 
el qni rencontre deax droites donuto. 

154 Soient AB, GD, les deux droites sur lesquelles doit 
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s'appuyer la droite inconnue , laqueUe doit Ctre paraUMe k 
ttoe droite dono^e EF. 

GonstruisoDs deux plans parallMes k EF et passant, Tun 
par AB, Tautre par CD (Probl^meXIII). Gherchons ensuite 
I'intersectioo de ces deux plans : il est clair qu'elle sera la 
droite cherch^e. 

155. Remarque. Le probl^me de la plus courte distance 
entre deux droites est un cas particulier de celui-oi (73). 
Aussi, on pent modifier comme il suit la solution qui vient 
d'6tre indiqu^e , de mani^re k la rendre tout k fait sem- 
blable a celle du probl^me XXII : 

Aprfes avoir conduit , suivant AB, un plan P parallMe 
k EF, on cherche le point M oji GD perce ce plan P. Si, 
par ce point M, on mtoe une parallMe k EF, on aura la 
droite demand^e. 



f i, 



Far fli foiit doiit, neier one Mte qii fasse, afee ixxi drailes teite, 

des angles iimh. 

i56. Par le point donn6 0, menons 4^s paraMes OA, 
UB, aux deux droites donn^es, et soit OC une droite in- 
connue, qui fasse avec OA, OB, des angles respectlvement 
^aux aux angles donnas : il est clair que cette droite OG 
satisfera k la question. 

Or, les trois droites OA, OB, OC ferment un angle trift- 
dre dans lequel les deux aretes OA, OB, sent denudes, et 
dans lequel on connatt, en outre, les deux faces GOA, GOB. 
Si les droites OA, OBetaient situ^es dans Tun des plans de 
projection, la question se r^duirait an probl6me XXXI; 
mais, comme on suppose que les droites donn^es ont des 

9 
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positions quelconquesi nous allons couttruire T^pure de U 
mani^re suivante. 
Fig. 170. Soient (oa, o'a^) ei (ob^ o'b^ les paralliles aux droites 
donniest menees par le point donn6 (o, o'). Fai8on$ tourner 
Us droitto autour de la verlicale passant par ce point , 
jusqu*k ce que chacuue d'elles devienne parallMe au plan 
Yortical : nous obtiendrons , pour kurs rabaUemonts » o'(f 
et o^b\ Menons les droites o'e^^ o'c^^ ^gales entre elles^ 
«l respectivement inclin^es sur o'a^^ o'b% de quantit^s 
^ales aux deux angles donnas* Les points c^f c^ pourronl 
£tre regardds comme ^tant les rabattements d'un mdme 
point C de Tardte cherch^e OG, Tun des rabattements ^tant 
effectu6 autour de OA, et Tautre autour de 0B« 

Par ce point inconnu G» imaginons deux plans, respecti 
vement perpendiculaires k OA etk OB. Si nous pouTonsdd^ 
terminer ces deux plans, leur intersection contiendra le point 
C ; et, comme ce point G esl distaiit du point d*une lon- 
gueur ^gale k o'c^, nous serons ramen^s au problfeme XLU. 

Si rarfite OA 6tait parallWe k son rabattemenl oV, !e 
premier des deux plans cherch^s aurait pour traces c^a 
perpendiculaire k o^a^', et ajS perpendiculaire k la ligne de 
terre. Mais si nous supposous que la droite OA toume au* 
tour de la verticale passant en 0, de mani&re k reprendre 
sa position veritable, le plan perpendiculaire k cette droite 
se mouvra de telle sorte que sa trace horizontale restera 
k uue distance constante de Yaxe de rotation. Si donc» sur 
oa, nous prenons o/3'= op, et que nous menions /3^a per- 
pendiculaire k ouy puis av' perpendiculaire k o'a', le plan 
/3'aV sera I'un des deux plans passant par le point in^ 
connu C. 

Une construction analogue donnera, pour le second plan. 



Hvfff. L*intersection de ces deux plans est projet^e suivant 
ef. iff. 

Actuellement, par le point et la droite EF, faisons 
passer un plan xt({>, puis rabattons-le sur le plan vertical 
de projection. Ndus trouterons, pou^ I'abAtfemenl du 
point 0^ le point cT, et i/f pouf fttbatt^ment de Id droile 
EF (*)i ii nous d^erlvons^ du point o" comme t^etiti^fe, iHc 
m riiyon figal k da^ Tttrc c"d'S il coupfersl Ifii flrolle e'f fen 
deiix poidts if^ if', letquete ftont Ifes Mbdttfettietitd, Vm du 
point cberehtf G, et I'autr^ d'ttfl point D, qui sflUsfiiit ^galfe- 
ment k la question. 

Eb rof enant des n^attemento aux fr^oJecdoiMi liOllS tf M- 
vons que le point G se projette en c,c'f et que 1^ pOitti a 
pour projections d, d'. La droite cheri^hde OG e^ doiiC^ fina- 
lementf representee par ve^ o'& ; et il y a une seconde droite 
(edf o'd% qui satisfait au6si au probl^me propofe^i 



m Mite ^ s*l||pii« ivr fcit droite^ doftiiees, M Mtid ttti oi 
fin t et qui Um^ avec ces fcf nitres , d«8 wi^ n^edit^eirf ^atii 

« wn Mi^ro WOTKS. 

iS^. Par un point quelconque 0, menohs des parallMes 
OA, OB aux deux droites donn^es, et cherchons une droite 
Od qui fasse, avecOA, 06, des angles respectivement 6gaux 
iitlx angles donnas (proMfeme LXVI) - il est elair que OG sera 
parallMe k la droite cherclie^. llsuffira done, pour r^soudre 
l6 probt^me propose, de mener une droite paratl^le k OC, 
et qui fencontre les deux droites donn6es. (Probl^me LXV). 



•Ul. 



n Sur repnre, on i supprim^ les con^mclimis qui dannent e^s 
denz rttNittemeiits. 
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Troirer les poinls de rencontre fane droite el d'une sphere donpies. 

Fig. 172. 158. Soieot ab, a'b' les projections de la droite, et o, o' 
les projections du centre de la sphere. Si, de ces deux points 
pris comme centres, nous d6crivons dea circonfiirences 
ayant pour rayon le rayon de la sphere, ces deux lignes 
seront les projections des contours apparents de la surface, 
soit par rapport au plan horizontal, soit par rapport au plan 
vertical. Autrement dit , les deux circonferences oe, dc' 
pourront £tre regard^es comme ^tant les deux frojecUons 
de la sphiire. 

Gela pos^, pour determiner les points oil la droite AB 
perce la sphere, menons, suivantcette droite, un plan qui 
rencontre la sphere ; et , pour plus de simplicity dans les 
constructions , choisissons Tun des plans projetants de la 
droite, par exemple, le plan vertical ab. L'intersection de 
ce plan auxiliaire et de la sphere sera une circonference 
ayant pour diamfetre la corde ef. Si done nous pouvons 
construire les projections des points oil cette circonference 
est rencontr^e par la droite AB, nous aurons r^solu le pro- 
blfeme propose. 

Afin de n'avoir pas k construire la projection verticale 
de la circonference ef, projection qui serait une elUfse, fai- 
sons toumer le plan vertical ef autour de la verticale proje- 
tee en o, jusqu'k ce qu'il devienne parallMe au plan vertical 
de projection. Dans cette nouvelle position, la circonference 
gh se projettera en vraie grandeur sur le plan vertical, sui- 
vant une circonference ayant pour centre le point o. Quant 
k la droite AB, comme chacun de ses points a decrit 
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une circonf^rence ayantson centre sur Taxe de rotation, et 
qui se projette en vraie grandeur sur le plan horizontal, on 
obtiendra facilement sa nouvelle projection verticale cFV. 

Actueflement, la droite (fV coupe la circonftrence g'W 
en deux points nC^ n", lesquels sont ^videmment les nou- 
velles projections verticales des deux points cherch^s- En 
remettant la droite AB dans sa position primitive, on ob- 
tient, pour projections de ces points, (m, m') et (n, n'), 

VROBlilkMB IiZZX. 

Trafer le lieu des points de contact de tonles les tangentes menees, 
par no point donn^, \ une sphke donnfe. 

159. On d^montre facilement cpie ce lieu est une circon- 
f^rence de petit cercle , dont le plan est perpendiculaire k 
la droite qui joint le point donn6 au centre de la sphere 
donn^e. Si done on pent construire un seul de ces points 
de contact, on pourra determiner le plan de la circonfi^rence 
cherch^e, puis le rabattement de cette ligne , et enfin ses 
deux projections. (Problfeme LXV). 

Or, parmi tons les plans passant par le point donn^ Fig. 173. 
et par le centre C! de la sphere, consid^rons celui qui est 
vertical. Nous pourrons le faire tourner autour de la ver- 
Ucale passant en G, jusqu'k ce qu'il devienne parallMe au 
plan vertical de projection. Soit alors 0^ la nouvelle posi- 
tion occup6e par le point 0. Si, de ce point 0, , nous me- 
nons des tangentes 0,A, , O^B, k la projection verticale 
de la sphere, la corde de contact A,B, representera le 
petit cercle cherch6 , apr^s son mouvement de rotation. II 
sera facile maintenant, en revenant aux positions primi- 
tives , de trouver les projections des points dont A, et B, 



\^ nwa i t i*inwT » nn 

^taient, )es rabattemep^ , puis lfs$ ttm^ ^ pUna An p«tit 

p 

Circle, $tc. 

IWiffr nnterseelioi de tm spheres don^M. 

^60, Sile pla^i virticM passant par les c6Qtr(ig doci 4^w 
sph^rps .^tait parallMe a^ plai) vartieal de prpjodtipa, U 

circonf6rence suivant laquelle les deux spheres se cou- 
pent aurait ^videmipant pour prqieotion verticale la corde 
commune aux projections verticales des deux spheres. Pour 
rtduirele cas g^n^ral du problfeme h ce cas particulier, on 
op^rera comme ci-dessus, c'est-a-dire que, par exemple, 
QH fpr^ tourqer U premiere sphitr^ au^o^r de la verUcale 
passapt par le ceptre de la secoude, II sera facUe alera de 
4^terwiner }e plan de la ligpe d'intepse^tioo 4e& 4e«x aphft? 
ifaa , de fa^on que Ton apra ramen^ ou probltoe qui pr^r 



r- 
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NOTE. 

" Od a vu , dans la solutioD du probl^me XLV, que la projection 
d'une circonfi§reDce , sur un plan , est uue courbe nomm6e ellipse. 
Nous allon9 indiquer quelques propri^t^s de cette ligne, resultant 
de la definition qui vlent d'etre rappel^e. 

i, Lemme. Les distances de la trace d'un plan d un point quel- FiG. 174. 
conque M situS dans ce plan, et d la projection m de M, sont dans 
un rapport constant. 

Soient P un plan, op sa trace hut Tun /les plans de projection, 
par exemple, sur le plan horizontal, et soft M un point sttu6 dans le 
plan P. Si, par la projection horizontale m de M, nous abalssons mn 
|)erpendiculaire k o^, et que nous menlons Mn, cette derni^re droits 
sera, d'apr^s un th^or^me connu, perpendicuiaire k a^. Done Tan- 
gle fnn&l =• mesure Tinclinaison du plan P sur le plan horizontal. 
D'aiileurs , le triangle mn , rectangle en m , donne 

mn 

rj-;i; coa« ;;= o(m$tante, 

Mfl 

2. Description de ^ellipse au moyen du cercle. 

Soient une circonf4§rence ABCD et une droite a^,. situees dans Fig. 475. 
un rn^me plan. Si, par un point quelconque M de la circonference, 
on abaisse sur o^ la perpendicuiaire Mn, et que Ton prenne sur cette 
droite une distance mn ^gaie k Mn cos. 0, le lieu des points m sera 
une ellipse 6gale k celle que Ton obtiendrait en projetant la circon- 

f(§rence AB sur un plan incline d^un angle d sur le plan de cette cir- 
oonfirence. 

Cette ginSraHon de Tellipse r^ulte imm^diatement du lerorae 
qui precede : nous savons , en eflet , que si le lieu du point M 
(fig. 174) est une circonference, le lieu du point m est une ellipse. 

3. Pour plus de simplicity, on pent supposer que le plan de pro- 
jection passe par le centre de la circonference ; ou, ce qui est la 
m6me chose, que la droite a^ (fig. 174) soit confondue avec le dia- 
ni^tre AB. Alors ce diam^tre AB devient un axe de symetrie^ ou 
simplement un axe de Tellipse (fig. 176). Cette courbe a un second 
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axe, dirige suivant le diam^tre CD, perpendiculaire k AB. U est clair, 
en eflet, que la figure est sym^trique par rapport k CD. 

Les longueurs AB et cd sont, respectivement, le grand axe et le 
petit axe. 
Fig. 176. 4. Prenons, dans le cercle, deux points M, E, diam^tralement 
opposes, et construisons les points correspondanls m, e de I'ellipse. 
U est facile de voir que les deux triangles rectangles fipo^ mno sont 
6gaux; d*ou r^sulte que les trois points 6,0, m sont en lignedroite, 
et que eo=:mo, Ainsi, le centre du cercle est un centre de symS" 
«« trie^ ou simplement le centre de Teliipse. 

5. Les BATONS menis du centre aux diffirents points de Vellipse 
vont en diminuant du sommet B au sohmet c; de fagon que le 
dem-grand axe oB est'le plus grand rayon , et que le demi-axe oc 
est le plus petit. 

Fio* 177. En eflet, il est facile de reconnaitre que, dans I'espace, les deux 
rayons OM et om sont Phypol^uuse el le premier c6t6 de Pangle 
droit d^un triangle rectangle ; Tautre c6te de Tangle droit ^tant la 
droite Mm qui joint le point M avec la projection m. Or, lorsque le 
point M se rapproche du point C de la circonference ACB, le cdte 
Mmva en augmentant; d'ailleurs oM a une longueur constante; 
done Om diminue. 

6. Les considerations que nous venons d'employer permettent 
encore de demontrer, avec la plus grande facilite, les propri^t^s 
suivantes de Tellipse : 

i<> Le lieu des milieux d^une s6rie de cordes parallMes entre 
elles, c'est-&-dire le diametre de oes cordes, est une droite passant 
par le centre ; 

2° L'ellipse a une infinite de syst^mes de diam^tres conjuguis^ 
c^est-ii-dire tels, que chacun d'eux divise en deux parties ^ales les 
cordes parall^les k Tautre ; 

3<> L'aire de Tellipse est k celle du cercle decrit sur le grand axe 
oomme diametre, dans le rapport du petit axe au grand axe; 

Etc. 

FIN. 
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Page i, liguc 12, au lieu de : si l'uvpcrbole geiheratmicc £5t 
KQiiiLATEKE, lisBZ : SI Vkypevbole g^neralrice est. semblable a 
V hyperbole direclrice. 

Page 8, (ierniere ligiie, au lieu de : a kuus e5, lisez : a nous 
en occuper. 



AVANT-PROPOS. 



J'ai publie, il y a deux ans, en gardant Tano- 
nyme^ une secoode Edition du Traite eUmentaire 
de Geometrie descriptive, par M. H.-Ch. de La Fre- 
moire. Cette reimpression , fort differente de Tou- 
vrage original , ne renferme cependant, comme 
celui-ci, que les Problemes relatifs a la Ligne droite 
et au Plan ; elle ne satisfait done pas aux exigences 
du dernier Programme pour Tadmission a Tflcole 
Polytechnique. Afin de combler une lacune £1- 
cheusOy et pour mettre les jeunes candidats en £tat 
de repondre a toutes les questions qui peuvent leur 
£tre adress^es dans les examens ^ j'ai redige la 5e- 
conde Partie qui parait aujourd'hui. 

En commeuQant cet ouvrage, je m'^tais pro- 
pose d'etre concis, clair et rigoureux. Un simple 
coup d'ceil, jet^ sur la table des mati^res, montrera 
qu'en un petit nombre de pages j'ai renferme 
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Celte mauifere de considdrer le plan, la sphere, le cy- 
lindre et le e^pe, e^pdiie k tou^s le^ sqrf^ees, conduit a 
la definition suivanie : 

Une surface est le lieu des positions que prend une ligne 
qui change de situation, et meme de forme, d'apris une lot 
d4tfrn\in4e et QOfitim^- 

Pour ^clairGtr edtte delinition , nous ppendroiis qufik[tte6 
exemples. 

Fig. I. 2. Si une droite DE se fusul en s'appuyant constammeut 

sur une ligne fixe ABC, et en restant parall^le k une droite 
donn^e MN, le lieu |]p se$ positions^ sera ce qu'ou appelle 
une surface cylindrique. 

La droite mobile, qui engendre la surface, se nomine 
gSnSratrice; ainsi DE, D'E', D"E''... sont differentes po- 
sitions de la g^n^rairiee. La ligne fixe ABC, qui r^gle le 
mouvement de la g6n6ratrice, est appelee directrice. 

Si cetle directrice est rectiligne, la ^surface cylindrique 
se r^duit k un plan. 

Fig. 2. 3. Une surface coniqu^ est celle qui est engendrie par 

tioe droite assujettie a s'appuyer sur une ligi^ fiipe A^C , 
el k passer par uu point fixe 0. Chax^uue des generatrices 
DO, D^O, D'^0... pouvant (ttre proiong^e indefinin^ent , df 
part et d'autre du poiut , la surface est formee de d^nx 
parties, ou nappes. Le point directeur 0, oil ces nappes ^ 
retini^seiH, est appeie centre de la surface conique. 

Fig. 3. '4* &oimi une droite fixe X¥ et uoe ligue qi^elconque 
ABC. iMenons, de difl'drents points A, B, C,.,. de cewe 
UgAe, des perpendicuiaiies AA'. BB\ CC... sur XY. Si 
nous faisoDs tourner le syst^iue AA'BP'CC. . autour ie 
XY, cliacuD des points A, Bt C... Aii^vlf^ une circoiiferenp(s 
qui aura pour centre le pied de la perpendiculaire corres- 
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poudanto, et donl le phtn sera perpendiculaire k XY; e( [^ 
ligne ABC eugendrera une surface de revolution. 

Les circonfi^rences ddcrites par les diff^renU points de 
la g^n^ratrice ABC sont appelees paralldles de la surface, 
parce que leurs plans sont parallMes entre eux. La section 
MNP, fajle par un plan passant suivant Vaxe de rotation 
XY, est un mirxdien. 

Ilr^sulte, 4e la definition de la surface, que tou$ Us mi- 
ridi^ns sont igaux entre eux. 

5.. Pr^aons pour directrice une ellipse ABA^\ et pour Fig. 4. 
g^neratrica une ellipse CDC 'D\ Si cette dernifere courbe, 
supposed toujours semblabU i elle-mime, se nieut de ma- 
Qi^re que son plan reste perpendiculaire a Taxe AA' de TeU 
lipse directrice, etqueses sommets C, C parcourent celte- 
ci , la siirf^^ if^ngendr^e par cette g^u^ratrice variable de 
grmdeurt surface ^videmment ferm^e de toutes parts, sera ce 
qi}'o|i 9ppellQ un elUpsoide. Catta denomination est fondte 
$|ir pa qua U section faite dans la surface , par un plan 
SMel^nque, est une ellipsa. 

6. Remarque, Si Tellipse g^n^ratrice se change en cer- 
de, la surface engendr^e, au lieu d'etre un elHpso^e d trots 
axes inigaux, sera un ellipsevte de revolution. Si, de plus, 
Teliipse directrice se rMuit aussi h uue circonf^rence , la 
surface eugendr^e se r^duira elle-m6me k une sphere. 

7. Rempla^ons Tellipse directrice de Texemple pr^c^- Fig. 5. 
dent par une hyperbole EBFE'B F', et ue changeous rien 

aux autres conditions. La surface engendr^e sera, ^videm- 
ment, ind^finie, et sans solution de continuity. On la nonime 
hyperbolaide i une nappe. 

8. Remarque. L*hyperboIoide k une nappe sera de r^- 
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volution, si I'ellipse g^Q^ratrice se transforme en circon- 
ftrence. 

Fig. 6. 9. Adoptons encore, pour directrice, uue hyperbole 
EBFE'BT'. Prenous ensuite, pour gen6ratrice, une hyper- 
bole DGGD'C'G', toujours semblable a elle-mfime, ayant 
son plan perpeudiculaire a Taxe non transverse de I'autre 
hyperbole, et dont les sommets C, G' parcourent celle-ci. 
La surface qui r6sultera de ce mode de g6n^ration sera 
compos6e de deux parties s6par6es et ind6finies. Pour la 
distinguer de la surface que nous venons de consid6rer, on 
lui a donn6 le nom A'hyperbolc^ide i deux nappes. 

10. Remarque. Si Thyperbole g^n^ratrice est ^quila- 
t^re, la surface sera un hyperbol(nde de r^olutian, & deux 
nappes. 

Fw. 7. 11. Solent une parabole fixe ABfi, et une parabole mo- 
bile DED\ Supposons que ces deux courbes aient leurs 
axes BG , EH parall^les et de mime sens , et leurs plans 
perpendiculaires entre eux. Supposons , en outre , que la 
seconde courbe se meuve de mani^re que sou sommet E 
parcoure la premiere. Nous obtiendrons ainsi une surface 
continue , ind^finie , et situ^e tout enti^re d'un m^me cdt£ 
du plaii men^ par le sommet de la parabole fixe, perpendi- 
culairement k Taxe de celle-ci. On d^montre facilement , k 
I'aide du calcul , que les sections planes de cette surface 
sont des paraboles ou des ellipses : pour cette raison , on 
Ta nomm^e paraboloide elliptique. 

12. Remarque. La surface serait de revolution si les 
paraboles qui la d^terminent ^laient ^gales. 

Fig. 8« 13. Si la parabole mobile a encore son axe EH paral- 
l^le k celui de la parabole fixe, mais que ces deux droites 
soient dirig^es en sens contraires, la surface engendr^e 
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aura ^te ^tablie, faisons tourner Tensemble des deux angles 
H'Hr, G'GH', aulour de GG', jusqu*a ce que la figure 
G'GHrsoit venue se rabattre sur le prolongement du plan 
G'FF'. En continuant de la sorte;nous aurons enfin amen^ 
dans le plan B'BC', et les unes k la suite des autres, les 
diverses parlies de la surface polyedrale. De plus, la figure 
plane resultant de ces rabattenients successife, ue pr^seti- 
tera ni dichirure ni duplkaiure; en sorte que, si Ton tail- 
lait un patron qui lui fAt ^gal, on pourrait, k Taide de ce 
patron, reconstruire la surface primitive. Poiir cette rai- 
son, la figure plane est dite le d^eloppemetU de cette sur- 
face. 
Fig. 10. 17. Soit actuellemeut una courbe MNP, dont aucun arc 
ne puisse iire contenu dans un plan, c'est-k-dire une courbe 
d double courlmre. Le lieu des tangentes An, Bfr, Cc..., a 
cette ligne, sera une certaine surface r6gl6e S. D uu autre 
cdt^, si nous imaginons les cordes a6, fiC... indelini- 
ment prolong^es, nous obtieudrons, comme tout k I'heure, 
une surface poly6drale S' ayant pour arfites ces derni^res 
droites. Or, plus ces cordes seront petites , et plus leurs 
prolongements tendront a se confondre avec les tangentes 
menses par leurs extr^mit^s ; en sorte que la forme de la 
surface polyedrale S^ diff6rera, de moins en moins, de la 
forme de la surface S. Celle-ci est done la limite dont s*ap- 
proche sans cesse Tautre surface, lorsque les cordes AB, 
]^C... (liminuent ind6finiment. 

b*un autre c6i& , on congoit (et Ton pent d^montrer ri- 

goureusement) que les d^veloppements successifs D' des 

surfaces poly^drales telles que S\ tendent eux-mSmes Vers 

une certaine limite D. 

D^apris ces considerations, la surface r^gUe S, limite 
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des surfaces poly^drales d^veloppables S', est dlt^ d^i^e- 
loppable; et la figure plane I) en est le diveloppemeni. 

18. Supposons mainlenant qu'une drolle se meuVe siii- 
Tant une loi continue . niais arbilraire , de manlfere a en- 
gendrer utie sUtfac^ r6gl6e S. Soient AB, A'B', A"B^... Fig. 11. 
des positions de la g^neratrice, aussi rapproch^es que ndii^ 

le voudrons. En general , les droites AB, A^B' tie seront 
pas situ^es dans an mime plan ; elles auront done une per- 
pendiculaire commune, laquelle sera unique. 

Si la droite A'B' se rapproche indiOniment de AB, le 
point oil cette dernifere ligiie est rencontree par la pcrpen- 
diculaire commune tendra sans cesse vers une position 
limite P. De mime, si la droite A'^B se rapproche indefi- 
niment de A'B' <aprfes que crlle-ci aura repris sa position 
primitive), le pied de la perpendiculaire commune ii ces 
deux lignes tendra vers une position limite P'. Nous aurons 
done, sur les generatrices de la surface S, des points P* 
P', P^. . . , dont le lieu g6ometrique sera une ceriaine 
ligne L. 

Cela pose, si la ligne L touche toutes les generatrices , 
la surface S sera le lieu des tangentes ii cette ligne; elle 
sera done d^veloppable. Si, au contraire, le lieu des points 
P coupe les generatrices, on dira que la surface S est 
gauehe. 

19. En resume, nous adopterons les definitions sui- 
vantes : 

Utie surface diveloppable est le lieu des tangentes A une 
eourbe A double courbure; 

Une surface gauche est une surface riglie^ non develop- 
pable. 

20. La premiere definition ne renferme ni les surfaces 
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cylindricpies, ni les surfaces coniqiies, lesqdelles sont ^vi- 
demment d^veloppables, comme ^tant les limites de sur- 
faces prismatiques ou de surfaces pyramidales. Mais, pour 
les cylindres, le lieu des points P est ind^termioe; et, 
pour les c6nes, il se r^duit k un point. On peut done regar- 
der ces deux sortes de surfaces comme des cos singuliers 
des surfaces d^veloppables (*). 



(*) D'aprte les meUleurs autears, una surface dSveloppdble est le lieu 
engendrSpar une droUe qui se meut de telle sorte que ioujours deux posi- 
tions consSctUives se trouvent dans un mime plan. {Traits de G^omStrie 
descriptive de Leroy, page 85.) Celte d^linilion, qui fait image, et qui per- 
met cl*eviter des circonlocuiions, n'est malbeureusement pas esacte. II 
est Evident , en effet, que les langentes menees aux extr^miles d*un arc 
k double courbure ne soul g^n^'ralement pas dans un mftme plan, et 
cela, quel que solt le degre de petitesse de cet arc. 

En adoptant celle definition, les auteurs dont je parle se sont laiss^ 
^uider, peut-^tre a leur insu, par la proprietc caracteristique suivante : 
la plus courte distance enire deux giniratrices trSs-v^jisines d'une surface 
d^veloppable, peut Stre rendue aussi petite que Von voudra, par rapport d 
I'angle de ces g4n^atrices. En d'autres termes, si ^ est la plus courts dis- 
tone entre deux generatrices d'une surface r^gUe S {non cyUndrique), ei 
que e soit Vangle de ces deux droiies, la surface S sera dSvdoppable si la 

quantity - a pour Umite x&o ; et si cette quantity a une limite diffirenU 

de xSrOt la surface sera gauche, Cest 1^ ce qu'expriine d*une mani^re 
abr^ce, mais inexacte, Tenoned que nous venons de citer. 

Le lecteur pent, du reste, s'assurer que la ddfinition employee dans 
)e texte est la traduction, en langage g^om^trique, de celle que fonrnft 

la consideration de la quantity -. 

Quant aux tMories, soi-disant g4omitriques, k Taidc desquelles on ar- 
rive aux conclusions suivantes : deux points sont in/iniment voisins, si 
Von ne peut supposer qu'un troisieme point puisse Hre placd entre eux; une 
tangente est une droite qui a, rigoureusement et giomitriquemeni parlani^ 
deux points communs avec la courbe, etc,; nous n'avons pas a nous en 
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21. Le lieu des points P, P^F^.., consid^r^ ci dessus, 
se nomme arite de rebroussementy ou ligne de strictiony 
suivant qu'il s'agit d'une surface developpable ou d'une sur- 
face gauche. 

22. Avant de terminer ces g^n^ralit^s, observons qu*un^ 
surface admet toujours plusieurs modes de giniration. Afin 
de rendre cette proposition plus ^vidente, v^rifions-la d'a- 
bord sur les surfaces consid^r6es pr^c^demment. 

i® En premier lieu, si Ton coupe un cylindre par des 
plans paraU^les , on reconnatt ais^ment que les sections 
obtenues seront ^gales entre elles. Une surface cylindrique 
est done le lieu des portions d^une courbe ABC qui se meut Fio. 12. 
de maniire que , trois de ses points dScrivant des droites 
paralUleSf chacune deseordes AB> BG, AG, qui joignent 
ces points deux i deux , reste toujours paralUle d elk-- 
mime. 

2^ Les sections faites dans une surface conique, par des 
plans parallMes, sont des courbes semblables, ayant pour 
centre de similitude le sommet du cdne. D'apr&s cette re- 
marque, si une courbe ABC^ de grandeur variable, mais de Fig. 13. 
forme constante, se meut de maniire que, trois de ses poifUs 
dicrivant des droites concour antes SA, SB, SG, chacune des 
cordes AB, BG, AG qui joignent ces points deux ii deux, 
reste toujours paralUle h elle-miine , cette courbe engen- 
drera une surface conique. 

3® Les parallMes d'une surface de revolution peuvent 
£tre regard^s comme ^tant des positions diff^rentes de Tun 
d'eux, suppose mobile et de grandeur variable. Si done une 
circonfiirence, assujettie it sappuyer sur une ligne donn^^ se 
meut de maniire que son centre dicrive une droite donnie. 
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et que son plan soil toujours perpendiculatre d cette droiie^ 
elle engendrera une mrface de revolution, qui. aura pour 
axe la droite donnie. 

4° Gen^ralement, si Von conQoit quune surface donnie 
S, engendrie d'une manidre quelcohque^ soil coupie suivant 
des lignes L, L', L"..., par une surface 2, variant d'apri^ 
une loi continue^ on pourra regarder la prerhitre surface 
S comme le lieu gionUtrique de ces ligiie^, lesquelles en se- 
ronl des gMratrices. 

23. Les considerations pr^c^dentes s*appliquent trfes- 
utilement h la repriseniation graphique des surfaces. Ati 
lieu de projeter des points pris sur la surface donn^e , ou 
m6me de projeter des courbes irac^es arbitrairenient sur 
celle-ci, ce qui n'apprendraitpresque rien quant ^ sa f()^me, 
on construit les projections d'un certain norahre de ses ge- 
neratrices. Souvent meme, si la surface admet deux modes 
de generation faciles k formiiler geometfiquement, on em- 
ploie, & la f6is , des generatrices de diacun des ddux sy- 
stfemfts. On congoit. pai* exemple , qu'une surface de fevo- 
lutiou serait dairement representee si Ton pouvait dessiner 
les projections de quelque^-uns de ses meridiens et de quel- 
ques-iltis de ses parallfeles. 

24. La representation graphique d'une surface serait 
cependant incomplete si, aiix projections de generatrices 
convenablement choisies, on n*ajoutait les traces de cette 
surface, c*est-Ji-dire ses intersections avec les plails de pro- 
jection. Enfin, pour indiquer encore plus nettement h forme 
du corps que Tou veut representer, on construit; lorsqu*il 
est possible, les projections des contours apparents de ce 
corps, c*est-li-dire les limites dans i^ijdterieuf desquellci^ 
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CHAPITRE n. 



25. On sait que Ton appelle tangenie a une courbe AB 
Fig. 14. la limiie MT des positions d'une sicante MS qui toume au- 

tour de Vun ^ de ses deux points d* intersection avec Id 
courbe^ ce point itant swpposi fixe , jusqu'H ce que V autre 
point W vienne se confondre avec le premier. 

26. Pour g^u^raliser cette consideration , supposons 
Fio. 15. que, par un point M pris sur une surface quelconque S, on 

fasse passer deux courbes MA, MB, trac^es arbitrairement 
sur celle-ci. Par le point M et par deux points A. B pris 
sur ces deux courbes , et aussi voisins de M que nous le 
voudrons, faisons passer un plan P. U coupera la surface 
suivant une lipe dont un arc MG passera par le point M, et 
dont un second arc passera, en g^ixiral, par les points A, B. 
Menons maintenant la tangente MT k Tare MG, et fai- 
sons tourner le plan P autour de cette droite , de mani^re 
que les arcs A'B', A'lB"... des courbes suivant lesquelles 
il coupe la surface , s'approchent ind^finiment du point M. 
II est clair que le plan P tendra vers une certaine position 
limiteP', qu'il atteindra, soit quand la courbe MGABse r6- 
duira au point M, soit quand le second arc de cette courbe 
se confondra avec celui qui passe en M (*). 



(*) ABn de compldter noire demonstration , nous empmuteroDS, k la 
belle thtorie des IndicatricBSf les r^ultats soivants : 
Si Ton prend, sur une surface S, trois points M, A. B. non en ligne 
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Le pUm UmUe V\ ainsi obtenu, est dit tangent k la sur- 
face, au point M. 

27. Le plan tangent, tel qu'il vient d'etre d6fini , jouit 
d'une propri^t^ fort importante , laquelle est souvent prise 
comme definition. Gette propriety consiste en ce que les 
tangentes en un point M , i toutes le^ caurbes menSes par 
ce point sur la surface y sont situies dans le plan tangent 
en ce mime point. 

Pour ddmontrer ce th^or^me, il sufSt, ^videmmenft , de 
faire voir que les tangentes MR', MS' aux deux courbes 
arbitraires MA , MB sont , avec la tangente MT, dans un 
seul et mfime plan. 

Or, quand le plan variable P toume autour de la tangente 
MT, en s'approchant du plan tangent P', les s^cantes MAR, 
MBS toument autour du point M , en s'approchant elles- 
m£mes des tangentes MR', MS'. De plus, k I'instant od les 
plans P, P' se confondent, les points A, B coincident avec 
le point M; done, k ce m6me instant, les deux s^cantes, 
qui n*ont pas cess^ d'etre situ^es dans le plan P, atteignent 
leurs positions limites MR', MS'. Done ces deux demiftres 

droite , et dont les distances mulueUes soient solBsamment petites , la 
section faite dans la surface par le plan P de ces Irois points dilKrera 
trds-pea d^une ^kipse, d'une hyperbok on d'one pardbol$f du moins dans 
sa parlie ? oisine des trois points. 

Dans le premier cas , la surface est diie eomoexe autoor de M , et la 
oourbe MCAB a pour limite ce point. 

Dans le second , la surfiice est noti convexe, on i emtHmm oppoiSn ; 
et la limite de la courbe hffpwboUquiB est une Ugim passant en M. 

Enfio, dans le troisi^me cas, qui est intermediaire entre les deux ao- 
ires, la surface est d^veioppabh. En mftroe temps, Tare paraboliquB a 
pour limite une droUe. 

Voyez, sur ce siyet, les CampUmmUi d$ GSomitrk d$ M, Duptn^ VA- 
nalyse de il. Lfroy^ etc. 
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4rpite^ sqn t daji^ ]§ plan P^ G>st ce qu'|l f;s|QaH d^qiontrer. 

28. La demonstration pr^c^dente suppqse que le plai) 
}l\B cp)ipe la surface suivant un arc cor^thm joi^na^ le 
poin( A au point B, et np contepantpas le point M. Coa.- 
g^qqerpmenf, lorsque le cpntraire arrivera, un ei^apien sp^- 
Cl^l pQurr.9 seul decider si les tangentes en M k toutes le§ 
(;QI4rl)es (rsic^e^ sur la surface sont ou pe sont pas ^ans an 
m£me plan. 

29. Qons|d^ron$i par exemple, |e sommet M (I'un c0ne 
Fig. 16. MPQR- Prppons, popr les deux lign?s M4, MB, deux j[6r 

pi^r^trjces. Ifi plan P qui les contieqdra n'^ura que ces 
deux droites en commun avec la surface* Par suite^ la pourbe 
iHQ se r^dpira au point M, et )'arc AB n'ei^isterg pas. Dpnc, 
C||i9i)(l nous ferons (oiirner le plan P autour de la drgj^ 
MT men^e arbitrairement par le sommet, dans le plan A^MB, 
nous Y^rrons cpe cp pl^n tepdra vers une positipn liniite 
TMD, qui ne cpptiendra pas, A la fois^ les deux tqngmtfs 
MA, MB. 

II r^sulte de ]h que, par le somniet d*un cdne, op peut 
mener yne infinile de plaqs t^ngepts k cettp surface, et qup 
les tangentes aux courbes menses de ce sommet, au lieu 
d'etre situ^es daps up pi^me plan , sont des g^n^ratrice^. 
Le i&ommet d'un p6ne icbappe done au thiior^ipe g^p^ral 
euonc6 ci-dessus. Mais on voit ciairemenl a quoi tieut 
cette exception. 

30. Le m£me cas exceptiofinel se rencontre dans la sur- 
face (SugeiidF^e pap une eourbe touraaut autour d'une tan- 
gente ou d'une corde : pour le point commun i la g^n^- 
v^\f\i:t §i( k Taxe de rotation , les tangentes se confondent 
avec Taxe, ou bien elles forment un c6ue de revolution. 

34. On peut citer encore, eomme exemples da surfaces 
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poiir lesquelles le Ui^or&me g^n^ral est en d^faut, celles 
qyi ont U forme d*une pointe ou d'une corne, et peut-£tre 
quelques aulres. Mais; ainsi qu'on a pu le reconnaitre dans 
la discussion relative au sommet d'un cdne, ces exception^ 
au tyori^me u'empfichent pas que la demonstration donn^e 
ci-dessus soit rigoureuse; car si elles se presentent, c'est 
seulement d^ms les cas, tr^s-particuliers, oil Ton ne pour- 
rait plus adopter Thypoth^se sur laquelle cette demonstra- 
tion est bas6e. 

Z% En revenapt au cas le plus ordinaire , celui oil les 
tangentes k toutes les courbes menses par le point doun6 
sont cpntenyes dans un m^me plan , il importe d'observer 
que celui-ci pent, de trois maui^res diff^rentes, ^tre tan- 
gent h la surface. 

1" Si la courbe dont MC et AB sont deux arcs (n® 26) Fig. 15. 
se r^dpit au point M quand le plan secant P a atteint sa 
position Ijmite P', ce plan P' ira, dans les environs du 
point M, que ce seul point en commun avec la surface : il 
ne fait done que toucher celle-ci. En d^autres termes . la 
petite zone dont M est le centre est situ6e tout enti^re d'un 
mime cd^^ de P'. On dit, dans ce cas, que la surface con- 
sid^r^e est convexCy tout autour du point M. (26, note.) 

2^ II pent arriver que la limite commune des arcs AB , 
MC soit une courbe telle, qu'en chacun de ses points, le 
plan tangent k la surface soit pr6cis6ment le plan P'. Alors 
celui-ci, au lieu de toucher la surface en un seul point, a, 
avec elle, une ligne de contact. On a uu exemple de cette 
circonstance quaud on consid^re un tore, c*est-k-dire un 
anneaUf reposant sur un plan horizontal : ces deux surfaces 
se touchent suivaut une circonf^rence. 

3^ Enfin, la limite commune des arcs AB, MC ^tant en- 
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core une ligne, il se peut que, le long de celle-ci, la surface 
soil en partie du cdt6 du plan P\ et en partie de Tautre 
cdt6 de ce plan. Dans ce cas, le plan P' est tout i la fois 
tangent et secant. Les surfaces qui jouissent de la propri^t^ 
d'etre ainsi couples par leur plan tangent sont dites non 
convexes. On dit encore, pour une raison que nous ne pou- 
vons indiquer ici, qu'elles sont k courbures opposes (26). 
La gorge d*une poulie ou, ce qui est la mime chose, la 
partie rentrante d un tore, rhyperboloide k une nappe, le 
paraboloide hyperbolique , etc. , prdsentent cette particu- 
larity. 

33. Puisque le plan tangent en uu point d'une surface 
contient, en giniral, les tangentes k toutes les courbes 
passant en ce point ; puisque d'ailleurs deux droites qui se 
coupent diterminent un plan, il s*ensuit que leplan tangent, 
en un point pr%$ sur une surfacey sera ditermini par les tan-- 
gentes h deux courbes quelconques trades sur la surface, 
et passant en ce point. 

34. Une droite est une Ugne qui se confond avec sa tanr 
gente; consiquemment, l^ le plan tangent en un point 
d'une surface rigUe contient la giniratrice rectiligne pas- 
sant en ce point; 2^ ce plan sera ditermini par cette gini- 
ratrice et par la tangente H une autre Ugne quelconque 
menie, sur la surface, par le point de contact donni. 

35. On appelle normale k une surface, en un point , la 
perpendiculaire an plan tangent en ce point. 

36. Apr&s avoir etabli les propriit^s g^nirales des plans 
tangents , occupons-uous des propri6t^s particuli^res dont 
Us jouissent, lorsque les surfaces qu'ils toucbenl sont celles 
qui oQt ^t^ coQsid^rtes ci-dessus. 
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CHAPITRE III. 

lalton. 



57. THitoB^ME. JL^ plan tangent en un paint d'une sur* 
face cylmdriquey est tangent tout le Umg de la g^n&atrice 
qui passe en ce point. 

. Par deux points M, M^ appartenant k une mime g6n6- Fig. i7. 
ratrice, faisons passer deux courbes quelcooques MA, M'A^ 
trac^es sur la surface. Prenons ensnite une nouvelle %6n6' 
ratrice AA^ assez voisine de la premiere pour qu'elle ren- 
contre nos deux courbes. Menons enfin les deux s^cantes 
MAS, M'A'S^ et les deux tangentes MT, MT^ 

Si le plan des deux generatrices toume autour de MM' 
de mani^re que la seconde g6n£ratrice AA' s'approche 
ind^finiment de la premiere, les deux s^cantes, constam" 
ment situ^es dans le plan mobile, se confoudront, en mime 
temps, avec leurs limites MT, WT. Done ces tangentes 
MT, M'T' sont situ^es dans un m^me plan avec la g^n^ra- 
trice fixe. Mais ce plan est tangent au cylindre, d*une part 
en M et d'autre part en M' (n® 34) ; done, etc. 

38. TH^oRtHE. La projection de la tangenteiunecourbe 
est tangente & la prqlection de cette courbe. 

Par une courbe quelconque MA et par sa tangente MT Tai- Fio. 17- 

sons passer un cylindre projetant et un plan projetant. Si nous 

coupons ces deux surfaces par le plan de projection , nous 
2* p. s 
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obtiendrQQs, pour sections respectives, la projection M'A' 
de la courbe MA et la projection M'T' de la tangente MT. 
Or, d'aprfes le th6or6me pr^c^dent, le plan projetaut est 
tangent, en M et en M', au cylindre; done rinlersection 
Sl'T' de ce plan et du plan de la courbe M'A' se coufond 
avec la tangente k celle-ci. 

39. Le dernier th^or^me est en d^faut quand la tan- 
gente a la courbe donn^e est perpendiculaire au plan de 
projection^ car alors cette tangente se projette suivant uu 
point. Dans ce cas, la projection de la courbe pr6sente 
habituellement, eu ce point, un arret ou un rebroussemetU. 

40. ThI;or£me. Le plan tangent en un point (Tune mr- 
face coniqucy est tangent tout le long de la gMrairice qui 
passe en ce point. 

La demonstration est tout a fait semblable k celle qui 
pr6cMe(n<>37). 

41 . Nous avons vu, ci-dessus (n® 20), queles cylindres 
et les cdnes sont des cas singuliers des surfaces d^velop- 
pables. U y a done lieu de se demander si la propriety re- 
marquable que nous venous de d^monirer, relativemeqt 
aux plans tangents, appartient k toutes ces surfaces. Avant 
de verifier qu*il en est ainsi , nous allons essayer de fair^ 
comprandre la difference de forme qui existe entre les sec- 
tions faites dans uue surface r^glee , par uu plan P men6 
suivant une g^u^ratrice, selon que cette surface est gauche 
ou qu*elle est developpable. 

42. Consid^rons d'abord le cas d'une surface gauche; et 
Fto. 18. supposous que Ton ait fait passer le plan V par la g^n^ra- 

Urice AB et par un point M, pris arbitrairement sur une 
g^n^ratrice CD, voisine de la premiere. Nous pourrons, 
pour tixer les ^d^es, admettre que le plan P soit celui de la 
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figure. Mors, coiume la g6n^r:)trice CP a toujours pu fttre 
choisie d^ pani^re k ne pas se trouver tout euti^re dans |e 
plan P, sa partie infiiieure MD sera, par example, ei) 
avant de ce plan, tandis que sa partie supdrieure sera der- 
ridre celui-ci. 

Solent maintenant CD', C^D''... des generatrices situ^es 
entre AB et CD, et soient EF, E'F', E'T... d'autres ge- 
neratrices, qui prMdent AB. Comme la surface est engeu-: 
dree d'aprte une loi continue, les droites CD, CD', C"P'\.. 
serput, en general, de moins en mains inclin^es sur le plan P ; 
et leur limite sera la premiere generatrice AB. Elles perce- 
rout done celui-ci en des points M, M', ftf..,. Quant au^ 
droites EF, ET\ ET'... situeesa la gauche de AB, elles 
seront ordipairement , k cause de cette meme loi de couti: 
nuite, inclinees en sens contraire des premieres, c'est-Mir<^ 
qu'elles auron^ leurs parties «ii;7^ri^urd« en avant du plan, et 
leufs parties inferieures en arriere. Les points N, N',N"..., 
oil ces uouvelles generatrices percent le plan P, seront, 
avec les premiers points M, M', M'^.. situes sur une courbe 
MBN qui, en general, rencontrera la generatrice AB en un 
point R. En effet, si ce point etait transporte d rinfini, 
le plan P serait paralUle H une ginirairice iKFiriiiiErrr voi- 
siNE (ie AB f ) ; ce que nous ne supposons pas f *). 



(*) Quand Qous disons, pour abreger le discours : « Is fxkm P serait 
paraUele d ime g6n^atric€ infinimbnt voisiNB.d^ AB o, nous enten- 
doos ceci : a Le plan V est la limite vers laqwlie tend un plan F menS par 
AB, paraUelement d une giniratrice voisme CD, lorsque ceUe-ci se rap- 
proche inddflniment de kB». Get to expiicaiion d'une denouiiuaUon om- 
pruutee ^ la TMorie des infiniment-petitSy pourrait 6tre repeteedaostous 
les cas analogues k celui qui nous occupe : nous la donnons une fois 
pour toules. 

(**) Si le plan P avail celte position particuliere, ?! serai i normal a 



20 TRAITfi fiL^MENTAIRE 

45. II est actueliement bien facile de voir que le plan P 
est tangent k la surface gauche, au point R. En effet, il 
contient la g^n^ratrice AB et la tangente RT k la courbe 
MRN ; car, la tangente k une courbe plane est ^itu^e dans 
le plan de celle-ci. Ainsi, tout plan P,. mend par une gine- 
ratrice rectiligne ffune surface gauche, tov^^he celle-ci au 
point oU la g^iratrice rencontre la courbe d' intersection 
du plan et de la surface. 

44. Si le plan P tourne autour de AB, le point M, oft 
il rencontre CD, se d^placera; et, cons6quemment, il ea 
sera de m6me pour la courbe MRN et pour le point R. Nous 
voyous done que le point unique oU une surface gauche est 
touchie par nn plan passant suivant une gen^ratrice, se 
diplace sur celle-dy quand le plan tourne autour de cette 
mime gSn&atrice. 

45. Soit k present une surface d^veloppable, ayant, pour 
Fig. 19. arfite de rebrousseinent, la courbe k double courbureGHKL. 

Par la g(5n6ratriae AHB et par un point C de Tarfite de re- 
broussement, voisin du point de contact H, faisons passer 
un plan P. Admettons, en outre, pour fixer les id^es, que 
Tare GH soit en arriere de ce plan , pris pour celui de la 
figure, les arcs GH^ GKL, 6tant en avant. 

Les tangentes nN, nTH', n'W... wM, m'M"... a ces 
deux derniers arcs, rencontreront le plan P en des points 
N, N', N"... M, M'...; en sorte que Tinterseciion cherch^e 
se composera d'abord des deux arcs HNR, CMS. 

Remarquons maintenantque, parmi les generatrices tan- 



ia surrace, au poinl oil la g^n^ratricc AB rencontre la ligne de slric- 
tion. Lc lecleur pourra consulter, sur ce siijet, une Iri^s-int^ressanle 
note de M. Ghasles. {Joum€U de UoutnUe, tome II, page il3.) 
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gentes k Tare GH, il y eu a une au moins, telle que EF, 
parallile au plan P : cette conclusiou devient ^vidente si 
1*00 fait mouvoir ce plan parall^lement k sa position primi- 
tive, jusqu'a ce que les deux points oil il coupe GH se con- 
fondent en un seul point I. 

Gela ^tant, les tangentes dont les points de contact sont 
situ6s sur Tare IH donneront lieu, par leurs intersections 
avec le plan P', k un arc infini HU : car EF est la limite des 
generatrices qui rencontrent ce plan. De m£nie, les tan- 
gentes k la partie IG de Tar^te de rebroussement d^termine- 
ront un autre arc inlini CV. 

II est facile de reconnaitre, en outre, que les deux arcs 
GY , CMS, out une tangente commune ; et que les deux 
autres arcs HU, HR, ont, pour tangente commune, la g^- 
neratrice AB. De plus, si le point G s*approche ind^fini- 
ment du point H, les arcs infinis GV, HU, et la tangente 
EF, se confondront, en mftme temps, avec la gen^ratrice 
AB. Quant aux deux arcs HR, GS, ils formerofit, & la limite, 
une seule courbe, ayant AB pour tangente- Mais alors le 
plan P sera, ^videmment, tangent en H k la surface d^velop- 
pable. On peut done dire que : le plan tangent d une sur- 
face d^veloppable, en un point de Varite de rebroussement, 
coupe la surface suivant la gineraUice passant par ce point, 
et suivant une courbe tangente, en ce meme point, d VarSte 
de rebroussement. 

46. De c^tte discussion sur la forme g^n^rale de la sec- 
tion faite dans une surface d^veloppable par un plan P, 
passant par une gen^ratrice, on conclut, sans difBculte, la 
propriety du plan tangent, indiqu^e ci-dessus (n® 41). 

Eu effet, tracons sur la surface une courbe quelconque 
XT, coupant aux points X, Y la gen^ratrice AB et Tare in- Fig. 19. 
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fini CV ; et menons la s6cante XYZ. Mainienant, faisons 
tourner le plan P autour de AB, de fa^on que le point C, 
oil il coupe Tarfite de rebroussemenl, s'approche ind(5fini- 
ment du point H, commun a cette courbe et k sa tangente 
AB. A rinstant ou ces deux points seront confondus en nil 
seul, les points Y, X, coincideront, et la s6cante XY2 se 
confondra avec XT, tangente k la coUrbe XY. Cette tail- 
gente XT est done contenue dans leplau limite PS tangent 
en H k la surface d^veloppable ; done celui>ci coincide avec 
le plan BXT, tangent en X k cette surface; En d'autres 
termes : le plan tangent i une surface (Uveloppable, en un 
point de Varete de rebroussement^ est tangent tout le long 
de la giniratriee rectiligne qui passe en ce point. G'est ce 
qu'il fallait d^montrer. 

47. Remarque. L^ plan P', tangent i la surface deve- 
loppable tout le long de la giniratrice rectiligne AB, est la 
liTfdte des plans qui^ passant par cette droite, coupent tho- 
rite de rebroussement. Pour une raisou que nous ue pouvons 
indiquer ici, il est appel6 plan osculateur de cette courbe. 

48. Th^or^ve. Le plan tangetU d une surface de revo- 
lution^ est perpendiculaire au pUtn mMdien passant par le 
point de contact. 

Fig. 20. Par un point quelconque M, pris sur une surface de ri- 
solution dont XY est Taxe ; ijoienons un parallile AB et 
un m^ridien CD. Soient MT, MS, les tangentes k ces deux 
lignes : le plan TMS sera tangent, en M k la surface (n° 33). 
Par consequent, pour d^montrer le th^or^me, il sufBt de 
faire yoir que la tangente MT, au paraliMe, est perpendicu- 
laire au plan m^ridien MXY. Or, ce dernier plan, ^videm- 
ment. perpendiculaire au plan du parall^le^ coupe celui-ci 
suivant un rayon OM, perpendiculaire k la tangente MT 




33 

per- 
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la premiere partie de cet ouvrage (n* 51), Vceil de Vohser-' 
vateur placS sur une perpendiculaire au plan de projection^ 
et a une distance infime de ce plan. 

En effet, si nous supposons que le point de vue s'^- 
loigne ind^finitnent du plan de projection XY, ea restant 
constamment sur la perpendiculaire GH, le plan tangent P» 
consid^r^ ci-dessus, aura pour limiteuu autre plan P', ^ga- 
leibent tangent k la surface S , mais perpendiculaire a XY. 
En mfime temps, le contour apparent ABCD seray k la li- 
mite, le lieu des points de contact des plans tangents^ perpen- 
diculaires au plan de projection. 

52. Remarque. Soit MT la tangeate en M k la courbe 
ABCD : ^Ue sera dans le plan P. Cons^quemment, si nous 
prenons ABCD pour directrice d*un cdne ayant son sommet 
en 0, ce cdne sera circonscrit k la surface S ; c'est-k-dire 
que son plan tangent, suivant la genera trice quelconque 
OM, se confondra avec le plan P. La limite du c6ne, quand 
le sommet se transporte k Tinfini sur la droite GH, est, 
^videmment, un cylindre circonscrit i la surface S, et dont 
les gin&ratrices sont perpendiculaires d XY. Par suite : 

Pour obtenir la projection du contour apj)arent d'une 
surface donnSe, il suffit de construire la trace d!un cylindre 
drconscrit h cette surface , et perpendiculaire au plan de 
projection. 



cri«i;Hi>«>§i^ii(g: 



verticales a'g', ft'fc'deces plans sera la projection du con- 
tour apparent, relatif au plan vertical de projection. 

54. Actuellement» cherchons la projection verticale du 
point de contact. Pour cela, menons, par la projection ho- 
rizontale donnee m, une parall^Ae kpq : elle rencontrera la 
courbe abed en des points r, s. . . , qui seront les traces hori- 
zontales d*autant de generatrices, sur lesquelles sont situ^s 
les points de la surface cylindrique, projet^s en m. Sur 
notre ^pure, ou la trace horizontale du cpndre est une 
courbe ferm6e, convexe, le nombre des points r, s... se r^- 
duit k deux ; en sortc que la verticale projet^e en m, ren- 
contre la surface du cylindre, seulement en deux points, 
dont les projections verticales m\ rd' sont situ^es sur les 
projections «'m^ r W des generatrices ay ant pour traces 
r, «. 

Si la trace horizontale donnee etait sinueuse, les points 
m\tvP ... pourraient etre plus nombreux : mais la construc- 
tion ne cfaangerait pas. 

55. Les projections verticales m', nrP ^ qui repondent a 
la projection horizontale m» etant determinees , ^conside- 
rons, par exemple, le plan tangent en (m, m')» Ainsi que 
nous Tavons deja rappeie ci-dessus. ce plan se confond 
avec celui qui touche le cylindre au point («, z\ ou la ge-^ 
neratiice (m«, m'«') perce le plan horizontal; et celui-ci, 
devant contcnir la tangente a(3 ^ la courbe ahcd^ a pour 
trace horizontale cette derni^re droite. Quant ^ la trace 
verticale ^ du meme plan, on la determine, soit en cher- 
chant la trace verticale de la generatrice de contact, soit 
en construisant une horizontale duplariy telle que {mi^ m'i'). 

On trouve, de la meme mani^re, les traces a'|3^ fi'y' 
du plan tangent en (m, rnf^). 
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Or, les projections de cette droite sont les tangentes dt, 
d'V aux courbes ahc^ a'Vc' (38) ; et» d'aprtela remarque 
pr^c^dente (56), ces tangentes peuvent itre regardiSes 
comme connues. Le plan demand^ est done a|3y. 



Mener an plan tangent i an cylindre, par an point exterienr a la snrface. 

Fig. 24. 58. Aprfes avoir construit, comme dans le probl^me I* 
les projections des contours apparents du cylindre» menons, 
par le point donn^ (m, m% une parall^le (ww, m's') aux ge- 
neratrices : le plan cherch^ contiendra, evidemment, cette 
parallMe. De plus, ce plan doit avoir sa trace horizontale 
tangente a la trace horizontale ahcd du cylindre. Si done, 
par le point s^ oii la droite MS perce le plan horizontal, nous 
menons des tangentes «j3, s^*- k la courbe ahcdy chacuue 
de ces droites sera la trace horizontale d'un plan satisfaisant 
k la question. 
Le reste s'ach^ve facilement. 



Mener on plan tangent i an cylindre, et paraDtie a ane droite donnee. 

59. Si, par un point quelconque de I'espace, on m^ne 
une parall&le k la droite donnee, et une parallMe aux gene- 
ratrices du cylindre, le plan de ces deux droites sera paral- 
IMe au plan tangent cherche. Par consequent, on obtiendra 
la trace horizontale da celui-ci, en menant, k la trace hori- 
zontale de la surface, une tangente parall^le kla trace hori- 
zontale du plan auxiliaire. 

Nous laissons au lecteur le soin de construire I'epure, 
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Mener on plan tangent h one sarfaee it refolnliM doat k ■eridioi 
est donne, connaissant le point de eontaet. 

69. Nou3 admettrons toujours, dans les questions rela- 
tives aux surfaces de revolution , que Ton a pris )e plao 
horizontal de projection, perpendiculaire k Taxe, et le plan 
Fig. 26. vertical, passant par I'axe. Les deux projections de cette 
droite seront alurs le point o de la ligne de terre , et una 
droite o%' perpeudiculaire i celle-ci. 

Gela pos^, supposons d'abord, pour plus de simplicity* 
que la surface de revolution soit donn^e par son meddien 
prineipal, c*est-a-dire par celui qui est situ^ dans le plap 
vertical de projection; et adoptons, pour ce m^ridieu, qu^ 
ellipse ayant son grand axe e'd' confondu avec oz' i la sur- 
face k laquelle nous nous proposous de mener un plan Uin- 
gent sera un elHps&ide de r^olution (n^ 6) ; mais nos r^i- 
sonnemeuts seront ind^pendants de cette hypoth^se. 

63 Le contour apparent, relatif au plan vertical, est la 
mSrid^ne principale a'b'c'd\ En ei&t, m uu point quel- 
conque de cette courbe , le plan tangept i^ la surface pst 
perpendiculaire aii plan vertical, puisque celui-ci est con- 
fondu avec le m6ridieu passant au point dout il s'agit. 
Quant au second contour apparent, lieu des points de con- 
tact das plans tangents verticaux, il est Evident qu'il se 
compose en general de parall^les tels que a'b'^ determines 
par des tangente^ au meridien principal , menees parall^- 
lement i Taxe. Dans le cas particulier represente sur Te- 
pure, ce paraU^le (dont nous avons projete seulemeut uqe 
moitie)' partage Tellipsoide en deux parties symetriques ; 
pour cet^ raifiOUf on 1 appelle ordinairemeut iquaiewr* 



64. Soil acUielleioent m la projection horizonule du 
poiut de contact M. Pour determiner la prqjectioa verti- 
cale, il sufiit d'observer que le point M est situ6 sur un paral- 
Ifele, dont la projection horizontale est la circonference nmp^ 
d6crite du point o comme centre , et dont il est bien facile 
d'obtenir la projection verticale n'm'f. H est clair, en mfime 
temps, qu'k la projection horizontale m peuvent corres- 
pon4re les projections verticales m^ rn!^ d'autan^ de points 
situ^s sur la surface. 

65. Ges constructions pr^liminaires 6tant effectu^es, 
supposons qu'il s'agisse de mener le plan tangent en (m, ni) . 
Pour F^^oudre ce problfeme , nous construirons d'abord la 
narmale au mime point. Or, la projection horizontale de 
cette droite est, ^videmment, le rayon mo (49); et, pour ob- 
tenir sa projection verticale, rappelons-nous que cette nor- 
ffiale, et la normale au point (n, n') , coupent Taxe en un 
mime point (49). Si dope nous meuons en n' la narmale 
n't' ii4a m^tvtienne principale f), et si nous joiguons le 
point i^ oil cette droite rencontre a%% avec m', la normale 
en (|n, m') sera diterminie. 

II ne s'agit plus, pour achever Tipure, que de mener par 
le poipt (m, m') un plan a^y , perpendiculaire k la droite 
{mo, m'i'). 

66. Dans Texemple que ncius avons choisi, le point 
(m, m^) donne lieu k uue secoude normale et k un second 
plan tangent a'|3'y', sym6trique du premier par rapport 
au plan de Tiqualeur. A cause de cette symitrie, les deux 



(*) Noas admettons, comme ci^dessus (56), que Ton sail toujours, 
rigourmuemmt ou appnoximatwemmt , conslrnire la tangepte , et par 
m\e b| normale, a mie ppurt^e pUipe, eq un point 4^ oolte ligpii. 
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plans tangents se coupeat suivant une droita $itu6e dans 
ce dernier plan. 

FaOBIiABIB VIZ. 

Hener an plan tangent k one surface de revolution dont le meridien 
n'est pas donne, eonnaissant le point de contact. 

Fig.* 27. 67. Solent ab, a'b' les deux projections d'une ligne quel* 
conque, plane ou h double courbure, qui, en tournant au* 
tour de Taxe (o, oz')^ engendre la surface. Soit ensuite m la 
projection horizontale du point de contact. On obtiendra, 
comnie dans le probl^me pr6c6dent, la projection, verticale 
m' de ce point, en construisant le parallMe (mny m'n') qui 
passe en ce mime point. 

On pourrait actuellement chercher la section faite dans 
la surface par le plan vertical de projettion; puis, ayant 
obtenu ainsi la m^ridienne principale, on serait ramen^ au 
probl^me qni pr^c^de. Mais il est plus simple d'op6rer di- 
rectement sur les donn^es, comme il suit. 

Par le point (n, n% oh le parallfele passant par le point 
de contact coupe la g6n^ratrice , menons la tangente (n^ 
n't') k cette courbe; puis, en ce m£me point, imaginons 
un plan perpendiculaire k la tangente : il contiendra la nor- 
male en (n, n') k la surface de revolution. Or, cette nor- 
male est projet^e horizontalement suivant no; done le 
point oil elle coupe I'axe est Tintersection de celui-ci avec 
la, trace verticale du plan dont il vient d'etre question. 

Pour obtenir cette trace verticale, menons nc perpendi- 
culaire h nt, et n'c' parallMe k xy : ces deux droites se- 
ront les projections d'une horizontale du plan, ayant pour 
trace verticale le point (c, c') ; de sorte que cY, perpendi- 
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culaire k n't', sera la trace verticale du plan nermaU et 
que le point r' sera celui oil la normale (no, n'r') coupe 
I'axe. 

n ne s'agit plus maintenant, pour achever T^pure, que 
de meoer les projections (mo, m'r') de la normale au point 
donn^, et de faire passer, par ce point , un plan a^ per- 
pendiculair^ k cette droite. 

68. Adoptons, pour g^n^ratrice de la surface de rdvo; pi^, 
lution, une droite (ab, a'b'). En appliquant k cet exemple 
particulier la m6thode employee dans T^pure pr^c^dente , 
on rencontrerait d'assez grandes simplifications; mais U 
sera encore plus court d'op^rer comme il suit. 

m ^tant toujours la projection horizoutale du point de 
contact M, soit (n, n') le point de la g^n^ratrice situ^e sur < 
le parallMe qui passe en M ; et soit, par suite, m' la projec- 
tion verticale de ce dernier point. 

A cause de la symetrie de la surface autour de son axe 
(o, 0%') , si nous pouvons construire le plan tangent en 
(n, n% il nous suffira de le faire tourner d*un angle 6gal k 
nom, pour obtenir le plan tangent en M. Or, le premier de 
ces deux plaus contient la g^n^ratrice (ah, a'b') (54), et, 
d'un autre c6t^, il doit £tre perpendiculaire au plan mdri- 
ridien no%'. Gons6quemment, sa trace horizontale est la 
perpendiculaire a'^' abaiss^e du point a sur on, et sa trace 
verticale ^'y' passe par la trace verticale b' de la g^n^ra- 
trice. 

Supposons maintenantque cq plan tourne autour de Taxe, 
jusqu'k ce que le point (n, n') se confonde avec (m, m'). 
Alors' la trace horizontale a'^' prendra la position a^ ; et 
comme le point, (o, d') , oil Taxe rencontre le plan mobile, 
ne change pas, la trace verticale du plan cherch^ sera^ify. 
2« p. • 3 
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6Q. ftmarque. Si le point de contact (n» n') se d^plae« 
i5||f la g^q^ratrice (at, a'6'), la trace lioriaqntale a'^' toume 
autour du point a, puisque cette trace est perpendiculaire 
^ rayoR ««*: Ij ^M»f 4e \k et das prqpri6t^§ g^n^rales d6- 
qifln^reps dai)s |p cbapj^rp lH (44), qua U surfpce dont Juoui 
vanpns 4e n^H^ pccuper est gaifclw. Nous verrons en affett 
plus loin, qu'elie est connue sous ^ nom de surface gauelu 
d$ r^yQlutiqn, ^qm verrous aussi que pette surface ne dif- 
f^r^ pas dp yhyficr))plQ)de de r^volutiany d une nappe. 

Par une droite donne<, ftiire passer un p|a& tangent a iin# gph^re donn^. 

Fig. 29. 7Qf I^orsqwe deux plans P^ f\ jjon parallMes, fowpljf pt 
une §phfere 0, leur jntprsection 4B e5?^, ^yidemuipfj^; pprr 
pendiculaire au plan du gr^fl^ cerdp flDFEj' ipen6 pi|r }p$ 
points de contact P, P', Par suite, les tapgpntps Cp, CD' 
k la circpnKrence EDFD' viennent concourir a|} point Cj, 
ot le plan de cette circonKrenpe est rei)pontr6 par TjiH^r- 
section des plans P, P'. 

Si 4q»c AB est I4 droite par laquelle on veut faire pas^gr 
un plan tangent k la §pli^re 0, qn jfu^nera^ <|H ceptre 4§ 
celle-ci, ^q plan perpeufliculair^ k AB ; 0{f d^terminef a \p 
point C et la circonKrence JipFD', intersections 4w plftB 
avec la droite et avec 1^ sphere; on constrqir^ Ips tangppte^ 
CD, CD'; et les points D, D' seront ceux oii la sphere (qjJ: 
chera les deux plans cherches P, P'. 
71. Pour effectuer les copstructions qui viennent d'etre 

Fig. 30. indiqu^es, faisons passer la ligne de ieyve par Ip centre q 
de 1)1 sphere : les contours app^fpnts de celle-ci ^ rpla(|/3 
au^ deux plans de projec^ipn^ §prppf pqpfgp^us suiiraq^ 



uae f«ir<$QPf^.ooe de grand cercle $fyh. Seieni ^ en oBtr«> 
a{», a'b' les projections de la dreite donn^ AB {*). Les 
perpeadiculaifes pop, o^, a|^^iss^e$ du ceptrd a ^ur ces 
PrPJPPtiPBs, seront les traces du plan JIDFH'; pt qpha d6i 
tef'iiiio^rQp^, par 1^ cppstr^ctioq pfdipajre , les prpjectianft 
c, p/ ^H poin^ C. 

^ptmiilepeqt^ poHf n'ayoir pas ^ cops(truire \^ prpj^r 
lipfls de la pirponfprence EIPFPS ra^Uops spn pUft, p'eafe 
Vflir^ Ip plan aa|3, ^ur (p plan l^prizoat^l , en le iji^mA. 
toumer autour de oa. La circonf^rence ^|)FD^ SQ r^ttTA 
suivant efgh; et le point (c, c^ viendra se placer en un 
point Ci , que nous o];)tiei^4rQp,§ par la construction con- 
nue (Prob. XXXVIII, Premiere Partie). Menons ensuite, 
de ce point Cj, les tangentes dDt, C,D, h efg^h; nous aii- 
rons en Di, Ds les rabattements des points de contact D, 

({pe 4p revei^jf 4p pf § rati^ttppawits ^ leuv^ prf(ipctiM», On 
c[j)|iep| aiu$^ les 4f uif plap^ \^i^ , i,fi,J^,. 

^2. ifemar^u^. L*^pure dont nous venoos d'indt^ep la 
eaa$tmcttoa comporte trois vMfioaiiom : 

1^ Les tsaees de chacun des deux plans tangents doivent 
passer, rcspectivement, par les traces de la droite'AB; 

3^ Bites doivent itre perpendiculaires aux projections 
des rayons men^s aux points de contact (d^y d\), (d,, d\); 

2^ Enfin, les t^aoes horiaontalesXi/xt, X^^ doivenl pas- 



r 

(*) Si lea deui projeptkuu ab, a'lf coapaienl U circonf^renoe efgh^ I) 
^gg^iy n^fe^iif) d^ s^assare^ qcf^ 1^ plus 9QHr^ (lis^qcf) d^ WfiXf^ a 
i, la drojte AB est plus graad^ c(ue le ray^ dp \\ ^p^^re. f q\4f. ^^m 
cette recherche preliminaire, on prend babituellement. une, s^u moini. 
dfi0 deux projeqiioDS, ixUrimirt k efgh. 
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ser, respectivemeut, par les points Bi, Rsi oil les tangentes 
QDi, GiDt coupeDt la trace horizontale oa. 

73. Remarque. Si les traces de la droite AB ^taient fort 
loia du centre de la sphere, la construction qui a donn6 le 
point (c, c') serait incommode , et il vaudrait mieux en em- 
ployer une autre, resultant de la solution du probl&me sui- 
vant : Construire les projeetiom du point oil une droite ren- 
contre un plan qui Im est perpendkulaire , sans employer 
les traces de la droite. Nous laissons au lecteur le soin de 
chercher cette solution. 

' Hener i one sarfaee de revolation S , dont le mMdien est eonna , 
one normale paraliMe a uoe droite donnee D. 

74. En supposant le probl^me r^solu , soit P le pied de 
la normale eherch^e N; c'est-k-dire le point de la surface 
S, pour lequel la normale est parallMe k la droite D. Le 
plan m6ridien en P doit contenir N (49); done il est pa- 
rall^le k D. De plus, la section d^terminde dans la surface 
par ce plan m^ridien , a pour normale , au point P, la 
droite N : cette derni^re proposition r^sulte de la propri^ti 
principaledu plan tangent (27), etde la definition de la 
normale (35). 

n faut done, pour r^soudre le probl^me : 

10 Mener un plan m^ridien M' parallMe k la droite D; 
2® imaginer, par un point de Taxe, une parallMe D' k cette 
m6me droite; 3^ amener le m^ridien M' et la droite D' dans 
le m^ridien principal M, en les faisant toumer autour de 
I'axe ; 4^ mener k la courbe in^ridlenne principale une nor- 
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CHAPITRE V. 

ISlectlbbii piaheii iem cyllitdrcA ei deii cdnes. 



T3. Les jJ^bblfenies dotil rious kllons d6vlelot)t)et leS isb- 
iiilioris ne sonl, 6videmment, que des cas irfes-restreints de 
la question dans laquelle ou se proposerait de trouver Tin- 
tersectioQ de deux surfaces quelconques. Mais comme ces 
probl^mes pnt des applications continuelles , qu'ils sont 
beaucoup plus simples que le probl^me general , et qu'ils 
donnent, en quelque sorte', la clefie celui-ci, nous avons 
pens^ , k Texemple de plusieurs auteurs , qu'il ^tait indis- 
pensable de les traitor k part. 

PROBLlbXaE Km 

Troaver : l^ ilnterseetioa d'an eyllndre vertical e( d'no plan perpendiealaire 
aa plan vertieal; 2® la tangenle en on point de rinterseetion; 3^ le ra- 
baUement de eetlecoorbe et de sa tangenle; k^ le dheloppement da 
cylindre; 5<^ Is^ transformee de rinterseetion; 6^ la tangenle k cette 
transformee. 

76. Projections de rinterseetion. Le cylindre 6tant ver- 
tical, tons les points de ssi surface se projetteront horizon- 
FiG. 31. talement sur sa base acdb, que nous supposons situ^e dans 
le plan horizontal de projection. Par consequent, cette 
courbe acdbsevdi la projection horizontale de la section faite 
dans le cylindre par le plan donn6 a|3y. Quant h la projec- 
tion verticale de cette section, il est Evident qu'elle se r^duit 
k la partie ai&i de la trace verticale de ce plan , comprise 
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la limite des d^veloppemeDts des prismes iDscrits au cy- 
lindre (20). Si done, aprfes avoir iiiscrit dans la base abed 
UQ polygone dont les cdt6s soient assez petits pour qu'on 
puisse, sans erreur sensible, les regarder comme confondus 
avec les arcs correspondants, on porte ces cdt^s, les uns k 
Fig. 32. la suite des autres, sur une droite ind^iinieXY, puis qu'on 
^Ifeve, par les points de division ainsi obtenus, des droites 
perpendiculaires k XY, et ^gales a la hauteur c V du cy- 
lindre, I'ensemble des petits rectangles ainsi formes pourra 
6tre regard^ comme ^tant, a fort peu pr^s, le d^veloppe- 
ment du cylindre. 

Sur notre 6pure, nous avons suppos6 que le prisme qui 
remplace le cylindre est ouvert suivant la g^n^ratrice pro- 
jet^e en a, et nous avons plac6 la droite XY sur le prolon- 
gement de la ligne de terre : cette disposition est la plus 
commode de toutes, §urtout quand on veut construire la 
tramformSe de la section. 

81 . Remarqm. Quand le cylindre est k base circulaire, 
on pent, pour obtenir une approximation plus grande, mo- 
difier, comme il suit, le proc6d6 qui vient d*£tre indiqu6. 

Ayant divis6 la circonf^rence abed en ares igaux suffi- 
samment petits, on prend, sur la droite XY, une longueur 

^gale aux r- du diamfetre ab ; apr^s quoi 1 on divise cette 

longueur en autant de parties ^gales qu'il y a de divisions 
dans la base du cylindre. On ach^ve ensuite comme il a ^t^ 
dit ci-dessus. 
Cette m^odeest, graphiquement parhnt ^ tr^s-appro- 

cb6e : on sait , en effet, que le nombre ^, donn6 par Ar- 

chimede, ne diff%re du rapport de la circonfi^rence au dia-* 
m^tre, qqe d'une quantity infiirieure k 0,002. - 
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82. Transfwmie de la section. Goncevons^ comme pr6- 
cidemmenty qa'un prisme soit inscrit au cylindre. La section 
faite dans ce polyMre, par le plan a|3}/, sera un polygene 
dont les sommets (a, Oi), (m, m,), (c, Ci)... viendront, 
quand noua d^velopperons la surface prismaticpie, se placer 
en A, M, G... sur les iransformies des aretes. De plus, les 
distances Aa, Mm, Gc... seront ^gales, respectivement, k 
a'au rn'm^f c'Ci...Enfin, le polygone dontles sommets sont 
les points A, M, G... ainsi obtenus, aura, ^videmment, ses 
c6t^s ou ses iUmenis ^gaux aux ^l^ments correspondants 
du polygone trac6 sur le prisme : on pourra done le desi- 
gner sous le nom d6 iramformie de celui-ci. Gela pos^, si 
le nombre des faces du prisme inscrit augmente ind^fini- 
ment, le d^veloppement du prisme tendra sans cesse k se 
confondre avec le d^veloppement du cylindre; et, en m^me 
temps, la iramformie de la section prismatique s'appro- 
chera de plus en plus d'une certaine courbe-limite AMGB. . . , 
laquelle est dite transformie de la section cylindrique C"). 

Cette transform^e sera obtenue avec toute Tapproxima- 
tion que la question comporte si, apr^s avoir construit, 
comme il a ^t^ indiqu6 plus haut, le d^veloppement du cy- 
lindre, et apr^s avoir rapport^ sur ce developpement les 
points (a, ai), (m, mi), (c, Ci)..., ou fait passer, par les 
points A, M, G..., un trmtemtinuKMER... (**). 

(*) Poar ne pas compUquer T^are , noos avons d^sigCi^ , par les 

m^mes lettres A, M, G, B... les sommets dn polygone obtena en de^e- 

loppant le prisme, et les Umites de ces, sommets, silu^es sur la courbe 

avec laqaelle le polygone tend k se confondre. Mais il est bien entendu 

que, rigouteusement parlant, to ^premiers ipoinU ne ctHndderont jamais 

avec les seconds. 
(**) On pent se proposer de trouver Pequation de la transform^ 

AMGB. Pour cela, supposons que Ton lacbe exprimer Vare am—t de 
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83: nmam^e. Ifbiis avbH§ vtl, Ibttt i VMh; q(i8 la 
tritisfbnn^^ de la sebtidtt t^ri^iUdti^tlb i Mi^ Mtfim^ i^My 
respeetttemetit^ k cbux flb la Sbctieii; i'ar ^ilite, lbs f)6ri- 
mbtres de ced deUx poiygoU^s ftoiit e^atijt etlti^^ dUx. Or, 
deut qttaatit6s eondtatttifaeilt ^galb^ btlt de^ Utnitb^ i^iW; 
diine Id section plat^ d'm c^lMdre, el M trans fdhni^ dk 
icetVe sutim<, sont deux %tie$ de mime tdri^uiiA'. 

84. On hecbilndtlra §aiW difficult^ qtie le raisbnneilieril 
p lJr6c&db fe'diJpllqlierill, soil k wia It^rl^ ^Ue/con^ii^ irac^e 
sur uncj;/tnilH?, soil, Jlliis gfinSWlemeHl, k toute fcgri^j frac^<? 
itir \irie surface dSveloppable qiielconqtle. l^oiis Siibnceiroiis 
done, dfes SI prfobllt, ce ih^orfeihe geniSral • 

la base du cyUndre,eu fonclioD de Vabscisse ap^x du point m, et soil 

I'i^ Ip [x] tk reialioh enlre ces deux variables, l^oieht, -en oiitre, 'i Tin- 

clitiaison du plan fi^cdnt sof le t)Utl borizbtiUl, isk h la bautbtlt^ I 

laquelle ce plaa vient couper la g^ndratrice o'a'. On aura« ponr 

rordonnee du point (m,m|); ;(»A+a;tgd. Or, sur le developpementi 

Y— A 
am'^X^s, et Mm^-Y^-x. L'equation cherchee sera done X— 9 — r^. 

Si la base du cylindrb est uti cercle de rayon R; on anra 

5— Rare cos 5^—: 
R 

Par cbuseqiienk, la transiormee sera irepi'esenlee par 

X-Rarccos(t-|=^), 

■y fi V 

Oil, fett reduisant, par 1 — |[lire "" ^^^ R * 

Pour simplifier ceite Equation, trausportons rorigine au point G dont 

Ibl bbordoilhi^es sOnt l^R (st h+R ik^; et noUs aUironS eiibn : 

J^-lilgJsin|. 

on TOit que la tranifbrt^uf^ de ta tfKti&n jfiAi^ (TmA eylMdre eb rko- 
Hrfioii elf unm 9Armf \U ta StHtAbfDi. 
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TciK t^\ tHtt^ #ttr m^ ^fpae iti&ehppnbti^ dfl de 
miM Idh^mir \in€ id tramfbmie. 

85: n if^Wiy entre t»utis ligne traeiie 6Qr h surface d'iih 
cjfUiidre bi Ici tratlsft)rmi$e de i^ette ligne^ una aulre t-elatiod 
ftdiaHihabte, t(dh Ym pisut i^noncer aiasi : 

Si ran coniid^e; mr nnt iurfaee eylmdHijw et stir nm 
taii^loppentents nfie lUgne quekbn^m et sit tmnsform^ei Us 
itfUXgeiMe^ & de^ deux Ugne$\ en tdmx points wrrespontbMsi 
tbM ii^lAkfrvMi ifielimies snr la gSw^rdtriees etsnt- fes irtrnt- 
fihtt^ei it <*f tes-ci ; 

Ou^ eii termes plus courts^ idais tnotHs exmis : 

L*angle }fiie fait la tangente A une eourbe tmcie sur la 
VHYfatk cf ttH t^\xndre \ avec la gtfytjgratrice pnssUnt pur t6 
pl^flt die cdntaet ^ teste intnriaile qwand tm diiveU^e U 
tUtface. 

t^6iilr a^iiiontter cette propositioh , Bilbstituoiid eDeoitv 
au cyliodre, un prisnie qui ltd soit inscrit; et tra^ons; sur li 
iilrfilke pri^matl({tte, tin |)oIygone drint les iommets sdient 
les pdint^ de rencontre des ardies ayec la eourbe trae^e 
iVit le eyUndl*e;. piiis d6veloppons la surface. Dan& tetta 
bpMtion ) le^ trapses formi^s par les aretes, par les cAt6i 
dtl la bdse dU prisme et par leg c6t^s du polygone^ tiehdront 
i^ plabet*, les Un^ k la suite des autres , sur le plan de de* 
V^lot)t)enient. Gons^queniment , tungleformi par uh cdtif 
quelconiijne dU pobjgdney avee les writes da prisma; restJb 
invariable quand on developpe celui-d. Or, le prolongement 
d'ua cdt6 MN du polygene trac6 sur la surface prismatique 
a pour limite la taiigeiite en M k la coiirbe ttaci^'e sur le by- 
lindre. De m6me, le prolongement de T^l^ment M'N' ap- 
partenan( k la transform^e du polygene y a pour limite la 
tangente eti M' ^ la transformiie de la eourbe, etc 
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86. Des considerations toutes semblables prouvent que : 
Si Von considire^ sur une surface divehpfajble- et sur ^on 

dA)eloppement^ une ligne quelconque et sa transformSe, les 
tangentes ft ces deux lignes, eu deux points correspondantSf 
sont igalement inclinSes sur la giniratrice passant par C6 
premier point et sur la transformie de celle-ci. 

87. Construction de la tangente ft la transform^ de la 
section cylindrique. Reportons-nous maintenant k la fig. 31. 
La tangente au point M de respace* la projection horizontale 
rm de cette droite, et la portion Mm de la g^n^ratrice for- 
ment un triangle Mmr, ^videmment rectangle en m, et 6gal, 
par consequent, au triangle Mmr (fig. 32) fonn6 par la 
tangente Mr k la transfonn6e de la section, la transfonn^e 
Mm de la g^n^ratrice, et la transform^e de la base du cy- 
lindre. En effet, ces deux triangles ont un angle aigu ^gal 
et un c6te ^gal. Done la base mr du second est ^gale k la 
base rm du premier. De Ik, cette r^gle : 

Prenez sur le diveloppement du cylindre , ft partir du 
point oU la transform^ de la gin&rairice passant par le 
point de contact rencontre la transformie de la base, et dans 
le sens convenable^ une distance igaU ft Vintervalle eompris 
entre la trace horizontale de la tangente et la trace horizon- 
tale de la giniratrice ; joignez le point ainsi obtenu avec le 
transform^ (*) du point de contact ; vous Qurez la tangente 
ft la transform^ de la courbe trade sur ce cyUndre. 

DE l'h£LICE. 

88. Parmi les courbes, en nombre infini, que Ton pent 



[*) Puisque Ton dil : to trans form4e d*une'lignef pourqiioi ne dirait-on 
|Nis : U transforms d'un point? Par les progrte des sciences et des arts, 
certains n^logiismes sont forewent introduits dans le langage. 
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Ql . Rmi^f^rque. (^a sectioa ohtenue en ooupant uo ojh 
liqdpa par un plan perpendieulaira avx g^n^r4i^rip6s> ^%i 
appel^e s^atm orthcigonale ou secttQin droii^. 

02. THioRiME. .Daf» TMItce, la sous-iangenie est^^ala 
a V abscissa eurviligne. 

Fig. 34. Prenoiis, pour origins de Thflice AMB, le point A oil 
elle perce la section droite kmb du cylindre C. Soit eusuite 
MR la langeute en un point quelconque M de la premifere 
courbe : cette tangente aura pour projection, sur le plan 
XY de la section droite, la tangente mR k cette dernifere 
ligne. La distance Rm, comprise entre la trace R de RM et 
la projection m de M, est ce qu'on appelle sous-tangente ; 
etTarc Am est Yabscisse curviligne du point M. 
Le tWortme 6nonc6 consiste done en ce que 

Rm=arcAm. 

Or, sj on d^veloppe le triapgle cylindp>que Ar^M^ oi^ pb- 
tiendra un triangle rectangle A'm^M', dans lequelles c6t6s 
1^'m'^ A'm' de Vangle droit seront 6gaux, f espectivement, i 
^n\ et k Tare Am fectifi^. p*un aptre cot^, Thypot^nuse 
A'M'pouyant ^tre consid^r^e comme se confondant avec sa 
tangente eif M\ il r^sulte, de la r^gle d^montr^e cj-dessus 
(87|, que le cdt6 A'n^' est egal a la sous-tangente Rm; 
celle-ci est dotic 6gale ^ Tabscisse curviligne Am. 

93. f qlipRj^ig:. f.e lieu ^u pfiiint oU (ff t(Viqf^ie & ^li^If^ 
p^rf e f^ flan f{>f^ sectm 4ro\fe ^u cyiliti^^y est tm d^. 
{(y)pan(^ 4^ ce\te sefiion drqite. 
Wm^^ \^ th^pr^me pr^c^d^nt, 1} fauf, poup Sivfiir ^ \mx 
Fig. 34. m^HW nw tan^epte quelconque m^ ^ la s^ctiftn dr^itA 
Amkj fi^ 9m^» efl^uite, w cette t^MPRtP, k partir Ah 
point de contact^ uue longueur mR, 6gale k Tare 4n W^ 




fiffi'i§iiSi»i$lilisr<S'||i«ui stn k 
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Gela pos^, coiisiddrons, avec ia premiere de ces h61ices, 
une courbe quelcouque AGB, tracee sur la surface cylin- 
drique, et termin^e aux poiuts A, B« Quand nous d^velop- 
perons le cylindre, ces deux ligaes conserverout^^respecii- 
vement, leurs longueurs (84). Or, la droite, transform^e 
de ryiice, est plus courte que la transifonn^e de ABC, etc. 



Troaver : 1* les pr<yeetioiis de la section droite d*im eylindre queleonqoe; 
2"* le rabaltemenl de ceUe coarbe; 3^ le d^veloppement du eyliadre; 
i^ la Iransformee de sa base; 5<^ les tangentes k la section droite et k 
la transform6e de la base. 

95. Projections de la section droite. Supposons, comme 
dans le Problfeme X, que le eylindre soit donn6 par sa 
Fig. 35. trace horizontale abcd^ et par la direction de ses genera- 
trices. Aprfes avoir determine , comme k Tendroit cite, les 
projections des contours apparents, prenons un plan aj3/, 
dont les traces soient, respectivement, perpendiculaires 
aux projections des generatrices : ce plan/ par son inter- 
section avec la surface du eylindre, donnera la section 
droite de celui-ci. 

Pour obtenir les projections de cette courbe, il suffit, 
evidemment, de chercher les points oh un certain nombre 
de generatrices, convenablement choisies, percent le plan 
a^. Nous avons indique, sur repure, la construction qui 
donne le point (?n, m'), correspondant k la generatrice quel- 
couque (mpym'p').En renvoyant, pour Texplication de ce 
trace, au Problfeme YII de la Premiere Partie, nous men- 
tionnerons cependant une circonstance particuli^re qui se 
presente dans cette epure, et qui la simplifie considerable- 
ment. 
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Conune les plans auxiUaires, tels que mpds, soot tons 
paraMes entre eux, les projections verticales de leurs in-- 
tersections avec le plan a^ seront toutes parallMes k Tune 
d'elles, par exemple, k e'm\ II suffira done, pour obtenir 
ces projections avec une grande exactitude, de construire 
les points oik elles rencontrent la ligne de terre. 

En faisant passer deux traits continos par les points d<- 
termin^s comme il vient d'etre dit, on aura les projections 
de la sectioq droite. Mais, pour que ces courbes soient 
mieux construites, il convient de leur mener des tangentes, 
d'abord en des points quelconques, et ensuite en des pamti 
remarquables. 

95. Canstruetion de la tangente. Gonsid^rons d*abord 
on point quelconque M de la section, projet^ ^en (m, m^. La 
tangente en ce point est Tiutersection dn plan de la courbe 
et du plan tangent au cylindre, en ce mfime point M (77). 
Si done nous construisons la trace hori2ontale pr de ce 
dernier plan, et que nous joignions le point r, oii elle ren- 
contre la trace horizontale a|3, avec la projection hori- 
zontale m du point de contact, nous aurons la projection 
horizontale de la tangente en M. On obtiendra la project 
tion verticale r'm' de la ni6me droite , en faisant attention 
que le point \r^ r » oh se coupent les traces horizon- 
tales des deux plans, est la trace horizontale de leur inter* 
section. 

96. Les pamis remarquables sont , dans T^pure qui nous 
occupe, les points {fyf), (fc, h'), (j, sf% (*» *0 situAs* 
sur les .contours apparents. Les considerations expos^es 
ci-dessus (52), ou Tapplication de la r^le pr^c^dente, 
prouvent que les tangentes en f , h, sont les projections 
horizontales df, bh des generatrices extremes, et que les 

!• p. 4 
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tangentftft en %\ V aont, semblnblement, les projeetioBa du 
coQtour apparent* relatif au plan vertical. 

97. Pour tiviler la multiplicity des conatructioost Boua 
n'aYODs paa d^termin^ : 1® Iqs points pour le&quels.la tan- 
geato est \iom(ynXQifi\ %^ les points pour lesquda la tan- 
gente est parallile au plan verttcuL Nous eugageona U 
leeteur k efTectuer C6tte recherche, qui ne pr^seote aueuve 
di^cult^. 

98. Tout ce qui pr^c^de subsisterait saoa modification^ 
si le plan a^, au Ueu d'etre perpendiculaire aux g^ra«- 
trices du c^ndre, avait une direction arhitr^re^ Ainsi^ 
nous pouYons regarder comme r^solu ce probl^me giairal ; 
ComtTuire les projectiom de la eection faite dam un q/Ufv- 
dre par un pUm qwlconqw, 

99. Rabattemmld^ la section droite^ On a yUi dans U 
Premiere Partie (Probl^oies X^VUl et suivants), connneni 
on pent construira le rabattement d'une figure plane« con-« 
nais&ant sea deux projections. L'appUcation du proc^d^ §4^ 
n^rali &ux diff^rents points (m, m')f (0» 9'), etc»« foumit ka 
points M|« 6^... En unissant ceux-ci par un trait aontiWi 
on aura, avec une approximation suffiaante, non plus Li« 
projections de la section droite^ mais cette section mCme^ 
en vraie grmdeur. II ne sera pas plus difficUie de construira 
le rabattement rM« de la tangente rii. 

Nous n'aurions done rien k dire sur cette partie de Td- 
pure, si nous ne devions faire remarquer les simplifications 
suivanteSf applicables k toutes les questions ayant pour 
objet les rabattemeuts des figures planes. 

100. 1^ Gonsid^rons, pour fixer les id^es^ le point M 
de r^pure, projet6 en m, tn', et rabattu en M,« Pour ob- 
tenir ce dernier point, on doit (Premiere Partie , Pro^ 



Utaie XXJ^VUI) eobainiire Tliypot^Use du triaogle Mmr i 
rectangle ea m^ el dans lequel le c6t6 yeftical Mm eal dgal 

Au lieu de rabattre ce triangle aatour de aa base tnCf et 
de r jp^ler la to^me operation pour les triangles semblablea 
k erinMk (*), at relatifs aux points G, F..., ce qui amtaerail 
de la confttsien dans T^pure , transporious tons ces Ifian* 
gles» p0raUiUmmii euxffnimis, ju&qn^k ce queleufs bases 
viennent se plaeer sur une droite x'y'. Si liiainletiatti le 
plan vertioid qui les eonlient tona se rabat sur le plan bori* 
zental^ les diverses bypotdnuses viendront, ^videmmeol^ N 
placer sur une m£ine droite e^l^ dont nous conatruirons un 
poini ftiif en prenant sur m/xt, perpendiculaire k n^'tf'f ^^ 
diaiaBce ^hMi 4gale k pan'i Les perpendieulaires ntio 
9jrft»w donneront ensuite les bypet^niises ehereb^ea ^jf^f 

Sf^ D n'eat pas neeessaire, pour constniire les points 
Mi« fh^ 9i*tM de oonnaltre les prelections horizontales ctfr* 
Mipondanftes mi it, |f«.i : on pent mdme) polir plus d'exac^ 
tilnde et de simplicit^ft d^ierminer eeUes«ci a Taide dee rtf^ 
baUemeata mi » n.^ jfii 

Bn effete Tangle aigu st'CiTn est^ ividemmeni^ le tompl^ 
UMAt de Tangle aigu fonne par une g^nirairice quelconquo 
j^M et par sa projection horiMutale pm. D'apr^ eeUi pre- 
nona# sur la g^ndratricepM, un point quekodqueipar exem* 
pie celui qui est projet^ en e^ ef^ i puis^ aprte avoir abaissd 
ppi perpendiculaire ii x'y' et avoir pris #fet ^gale k e'ef\ 



^*A**HMMi*«MMM»>— M*«^MM*rikAi«d>^b«aB*.^ibli^tirtfa 



(*) Ces triangles rectangles soot semblables , parce que Tangle aigu 
Mem mestirc llneUnaison da plan al^ sat le plan korlzontat. (To^ez la 
Piaml^fe.Psnle.) 
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menons pi^ : cette droite sera la position occup6e par la 
g^n^ratrice quand, aprfes I'avoir transport^e parallMement 
k elle-m£me, nous Taurous fait touraer autour de x'y\ 

Les autres generatrices viendront, semblablement, se ra- 
battre suivant des parallMes k p^e^. Nous obtiendrons un 
point de chacune d'elles en abaissant bb^ dd^... perpendi- 
culaires hxY^ ^^y ^^ coupanttous ces rabattements par la 
perpendiculaire commune e^Xi , nous obtiendrons » tout d'un 
coup, les points nti, rij, 91... Nouspourrons ensuite, comme 
uoiis venons de le dire , determiner par leur moyen , non- 
seulement la projection horizontale de la section, mais en- 
core sa projection verticale. 

3^ Les rabattements mi, ni, g^.A ayant ete construits 
par Tun ou par T autre des deux proc^d^s qui viennent d'etre 
indiques, la recherche du rabattement HiNiGi..: de la sec- 
tion droite n'offrira plus de difBculte. 

101. Remarque. Au lieu de regarder les droitespitni, 
b^hf...^ comme ayant 6i6 obtenuespar une transUUumeX 
une rotation 4es generatrices, on pent supposer que ces 
demiferes droites ont ete projetees sur le plan vertical ajrant 
pour trace x'y\ et que ce plan vertical a ete rabaitu sur 
le plan horizontal de projection. A ce point de vue, le plan 
vertical dont il s'agit est un nouveau plan vertical de pro- 
jeetiofi^ etla droite x'y' est une nouvelle ligne de terre. En 
meme temps , la droite e^Xi sera la nouvelle trace vertieale 
du plan ajSy; la droite minijfi sera la nouvelle projection 
vertieale de la section droite , etc. On voit qu'il pent etre 
utile, dans certains cas, d'employer des projections atuct- 
liaires. 

102. Ddvelopponent du cylitidre. Nous savons que la 
section droite d'un cylindre se transformer quand on effec- 
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tue le d^veloppement , en one perpendiculaire anx transfer- 
m^es]des generatrices (88). Si done, sur une droite1nd6fiui6 
UV, nous prenons les distances HM, MG, GF, FN, NK« Fig. 36. 
KHi, respectivement ^gales aux arcs H,M|, MiGi rectifUs (^), Fio. 35. 
puis que, par les points H, M, G..., nous menions des 
perpendiculaires k UV, ces droites pourront etre regard^es 
conune les transformees des generatrices du cylindre, dont 
UY representera la section droite. 

103. TramfarmSe de la base. Rappelons-nous mainte- 
nant qu'une ligne quelconque , tracee sur la surface du 
eylindre, est de meme longueur que sa transformee (84). 
Par consequent, pour construireun certain nombre de points 
appartenant k la transformee de la trace horizontale du cy- 
lindre, il nous s^ffira de prendre les longueurs H6, Mp... Fio. 36. 
respectivement egales aux vraks grandeurs hib^, mipi... 

des portions de generatrices, comprises entre le plan de la 
section droite et le plan horizontal. La courbe bpa...^ qui 
reunira tons les points ainsi obtenus , sera la transformee 
cherchee. 

Quant a la partie de la surface situee au-dessus de la sec- 
tion droite, on peut la terminer par un simple arraehementi 

104. Tangente i la transformee de la base. Les consi- 
derations du n^ 87 prouvent que, pour mener la tangente 
au point p de la transformee, correspondant an point M de 
la section droite, il sufBt de prendre, sur la droite indefinie 
UV, la distance Mr egale k M^r, et de joindre le point r au 



(*) Pour rectifier approximativement les arcs H,M4, M|G|..., on Id- 
scrit, dans chacon d*eux, des cordes ^gales entre elles et assez pelites 
pour qn^on poisse, sans erreur sensible , les regarder cororoe se con- 
fondant atec les pedis arcs qu^elles sous-lendent. 



point p. On pent encore determiner le point r par la eon- 
dltion que la distance pr soft ^gale h la partie pr de la tan- 
gen te i la trace horizontale du cylindre. 

105. Si Ton voulait determiner lea points de la transfer- 
m6e ftpa.r. pour lesquels la tangente est perpendiculairo 
aux transform6es des generatrices, 11 sufflrait d'observer 
epi'ils correspondent aux points de la base pour lesquels , 
pareillement , la tangente est perpendlculaire aux genera- 
trices. Pour abreg^r, nous n'avons pas indlque oes points 
lur notTA epure, 

i06. Mmnarque. U n'est paa necMaaire , pom* Mtar« 
minor la developpement du eylindre« do oop^tmire lu deux 
projecticmi do la section droite. II tuffit^ oommo on a pu \$ 
pr^YQir, d'employer U rabatteiQcnt sX de cotte conrbo , 
c'est^i^dire aa projaction sur le plan vertical auxiliairoj^'y '. 
On pourrait mAme so paaaer eompietomont do la aM;tioii 
droite, et reoourir k w proedde indique par M. Bahmoi. 
l^'nanga ayaat fait prevaloir la mithodo expose oi-doaiua, 
et celle de Tillustre savant, tout ingenieuse qu'ello eat, no 
Dous puraiiiant pas^ fMr6f4rable k Tautte , peia ooue en 
tWAdrofii wi oifpUeationa prte^dMUoa. 

VaOBXiAMB JLU. 

fmmr ) It riiidnMttoB 4>a *^ ^ iMitioo «C 4*ub plan pafpfnA* 
^li9m au p^9. y^My i"" \9i ^Dgoale ^ w^ poi^l ^ (ifilM^^iti 
i^ le ralNiUemeiit de celle oonrbe e( de sa Min|jeale;^ V° le develo^^ 
meat du eooe; S'' la traostormee de rioterseetioQ; 6^ la tangenleii eeUe 

i»a nfifftnnAA 

107. Projections de Fintersection. Preuons le plan hori- 

FiG. 37. zQutal 4e projection, perpendicuUire k Taxe du cAae, et 

faisons passer le pla^ vertical par cot axe, perpeifedieiilaih 



remeot au j\hn ddnn^. Alors les projections de Taie ser^tit 
Ig point 8, sitQ^ BOr la lipe de terra , et la perpeudicu- 
laire t9' k eette droits. En m6me temps , la section m^ri- 
dienne dii cdne, ou le contour apparent, relatif au plan vet- 
tieal, sera le triangle isoscUe as'c. II est Evident qu'il n'y 
aara pas de contour apparent, relatif au plan horizontal, et 
que la base du cAne sera la eirconfi^reiice d^crite sur ac 
comme diamfetre. Pour plus de clart^ dans T^ptlre, nous 
avoDs seulement trac^ la partle de cette base , sitn^e en 
ifant dta plan vertical. Enfin, le plan secant a^ aura ^a 
traee homofiiale a|3, perpendicnlaire i la ligne de terre. 

108. Gea eanstrnctions pr^Hminaires £tant effectu^es, on 
observera que la projection verticale de I'intersection est le 
aegttient g'V de la trace terticale |3y, comprls entre les 
projections $% s'c des g<in6ratrice5 extremes; en sorte 
que la projection horizontale seule est inconnue. 

Pour la determiner, on pent employer deut proc6d£s 
prindpaox , qui se d^diiisent des deux modes suivant les- 
quels toute surface de revolution pent Mre engendr^e (29, 

En effei, aoit M tin point qnelcon^ue ie la coorbe d*iif- 
Mraeetion, ay ant m' pour projection verticale. Par ce pofint 
Mf 00 p^ent faire passer, soit un mMAen, son nt pfirallik. 

Le iii4ridien , c'est-^-dlre la g4nefatriee fectQigfte pas- 
sant en M, a pour projection verticale s'm'd' : sa prejeetion 
bflrizantale s'obiieot imnediatement, puisque eette genera- 
trice a aa trace boriiontale sor eelle du cAne. Quant au pa- 
raUMe do point M, i a pour projection verticale la droite 
¥1' parall^le i h ligne de terre ,' et il se projette en vraie 
grandeur, sur le plan horizontal , suivant la circfoifferenee 
gU^ dtictte dm dna aaMMdes denile ain^, trt»-alse- 
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ment, la projection horizontale m d'un point quelconqae M 
de I'intersection. Cette ligne 86 projette douc suivant une 
courbe (jfini... qui a pour om la ligne de terre, et pour 
sammeU les points g^ i. 

109. Remarque. Des deux proc6d^s qui viennent d'etre 
indiqu6s> lesecond, seul, est applicable k la determination 
du point hf situ6 sur le m^ridien perpendiculaire au plan 
vertical de projection. 

110. Remarque. Afin de rendre T^pure plus r6guli^re» 
et surtout en vue des constructions ult^rieures, on divise 
la demi-circonf6rence abc en.un certain nombre de parties 
6gales ; et Ton emploie les generatrices passant par les 
points; de division. 

111. Construction de la UmgenU. EUe ne di£fere pas de 
celle qui a ete expliqu^e ci-dessus (95), et donne mr pour 
projection horizontale de cette ligne. 

11S$. Rabattement de rinterseciian. Pour cette partie de 
repure, que nous n'avons pas effectuee, nou&renverrons le 
lecteur au Pro.bleme XI (99). 

113. Diveloppement du cine. Goncevons que Ton ait in^ 
scrit, dans un cdne, une s^rie de pyramides dont les faces 
laterales diminuent inddfiniment, et qu'on ait d^veloppe Ws 
surfaces sunsi obtenues : la limite de ces developpements 
sera ce qu'on appelle le developpem^nt de la surface co- 
nique(20). 

Dans le cas qui nous occupe, le c6ne est droit, k base 

circulaire ; par consequent, son developpement sera un sec- 

Fio« 38. teur circulaire ASA|A, dont le rayon SA sera la generatriCe 

as', et dont Tare ABAi aura meme longueur que la circon- 

ference abc (84). 

Pour obtenir cet arc, on pourrait se contenter de porter, 
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sur la circoiif(&reDce k laquelle il appartient, k partir du 
point A, 6t les ones k la suite des autres, des cordes £gales 
il ceUes qui sous-tendent les arcs dl» 12, 23... de la base 
du c6ne; mais il vaut mieux construire d'abord, k Taide 
d*un rapporteur, Tangle ASAi (*) ; apr^s quoi Ton partage 
Tare ABAi en autant de parties ^ales qu'il y en a dans la 
circonf6rence abe. 

En fiiisant passer des rayons par les points de division 
obtenus k Faide de Tune ou de Tautre de ees deux m^- 
thodes, on aura les transfomt^es des gto^ratrices du c6ne. 

114. Tramformie de Vxnterseetion. Les distances com- 
prises entre le sommet du cAne et les points oil les gene- 
ratrices sont rencontrees par le plan secant, restent invaria- 
ble^y quand on developpe la surface (84). ConsequemmenU 
pour obtenir le transforms M du point (m, m'), il suffit 
de prendre, sur le rayon SD, la distance SM 6gale a ceUe Pig. 38. 
qui s^pare le point (m, m') du sommet (Sy.s'). Or, cette Fig. 37. 
demiire distance est, evidemment, representee par s'k'. 

En repetant la jneme construction , on obtient la courbe 
GHHIGi, trans formSe de la section conique {**). 



f ) En designant ptr R le nyon de la base da e6ne, par Me rayon 

da saetear, et par ? la fmture de FaAgle ASA, , c^est-k-dire Fare qai 

correspond k cet angle , dans le cercle dont le rayon est im , on a 

R on 

%vfimmo,if d*o4 f — air--. D*an autre c6t6, ^^ Tr:^ ^ ^^^ 1^ nombre 

I nr 3o0 

a 

de de^rd^ de rare ABA|. Done »— 860o.--- 

Dans notre ^pure, R— 46w», l-«79*«» ; en sorte que fi*a09,a. L'^ngle 
ASA| est done d'enyiron SIO*. 

(**) On pent, de la mani^re suivante, tronver I'^ualion de la courbe 
GMIGf. 

P^slgnons par « Tangle //r que fait le plan secant avec la g^n^ 
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115. Tangente h la transjbrmie de h seeliM eamqiA$, 
Les considerations employees k propod du cylindre Bout 
flpplicables ici, et l^n trobv^, par lent moyen, qne la laA- 
gente MR est rhypot6nuse du triangle RM, Aam lequd 
DR=(fr. 

116. Nature de la sectiori. On pent d^montrer, soit par 
des considerations purement geom^triques, soit par le cal- 
cul, que la section faite par un plan P d&fis na eAne de r^- 

rttrfee {at, eaf)^ par P Vangi$ a^i ffMi^&$mr du «^, psr #la dlsliiioe 
ff9\ Fai^ona, eiji oatre, <m— tf| (Mm«*ft, SBft— ^, ASM— ^' 

Nous aurons d*abord, en exprimant que AD— od , A9.(a— o^.^, On, i 
6iiue d« Of ^ Al9 flltt P : 

smp 
Le rayon vecienr «fn est la projection horizontale de SH; ddno 

tt— psinp (S). 
BiprinMM nataitenait que left dlstanoes I9S Afmf tout dpita. Or, 
|{p«Pti (&— cos 6) ; ^i, dans le triangle l^ym', 

sin a sinm' cos(a-hp) C0s(*+P) 

Hone aunms done, it eause de r^tlion (t> t . 

. d sin a 

W^ •- ;7-' 

• co6(M-P) sinP+sin *— cos (a-hPJ sin P cos -^ 

Foif simpliier le d^nomlnitenr, obserteos qae 

M(«r+4) 9ii^Min A-*co0 (a+P) aii|p+w&(>'4^— ?li- sin («rhP}QQa A; 
et nous aurons entfa 

4tittm 



Telle est r^adon qui represente let transform^ des seeUoHt 
miquBS, Bile pent toe mise sous Ta forme abr^e : 



folutMii) Sit VBe OQUPbe da second degrA« e^eit-k-dire pne 
#|tt|iM, line kypertols^ on une paraboUt Dans I'eiimple 
Mit^ oi-doMus, le plan P coupah toutes les gindnpatri^ei ; 
el la 0Mr^ obtenne, situ^o tout entifti^ snr one seule nappo 
da oAno, ^i( une eU^ae. Si, au contraire, la plan P ren- 
contre les deux nappes de la surface, ou, oe qui est la mtaie 
ehosOi 8*il eat ponaWfe d devix gin4ruime$y la oourbo d*in- 
teraection, ividemnient compos^Q df deui branches s^pa«- 
ftes at infinies, sera une hyperbole. Enfin, a'il arrive que 
le plan s^oant aoit paralUHe d unt huU gMwitriu, cette 
aouibe, ayant une seule branche infinie, aera une parabole. 

U est intdres^ant de consid^er k part le second cas, 
paree qu'il donne lien k la constructioB des oiymptofea de 
llijFpAriiole. 

147. Cm oft la aaoltm g$M wm hyp$rb$l6. Snppoaons, Fio. 39, 
eeniiie pr^e^demment, que Tai^ (o, m') do c(kne soit sifud 
dans le plan vertical de projection, perpendicplairement an 
plan horizonul; et, pour plus de r^gularitd dan^ Idpure, 
faBitona lea deux nappes i deux plana hemmtaux oft, o^fr^, 
symAtriqueKent places i regard dii sommet, ou phu&^dt 
centre (d, #*). En mAme temps, preMns le plan P (tdujonra 
sappesd perpendieulaire ai plan vortieal) de miuiMre ^ne 
les points {e, e')^ (/*, f')^ oil il rencontre les g^n^ratricee e»^ 
trlmes («l, aV), («>, o'^k), soient ahate, ru avla nappe 
Mfriewe du oAne, et Tavtre aur la nappe rap^rieufe* 

An neyen de ces donndes , et en op^rmt eeftme daiia 
YifVM pr^eddente, nona obtiendrone, pour prf)|ectieii be** 
rimitale de Fhyperbela B anhrant faiqaele le plan P ooipe 
le cdne, rbjrperbole ^gf, fk. 

iiS. Cmitrwitiki^ 4n uffmpttlm. GdfdraleiMat » am 
§fp$tt0 i jfwplole A tmiaeniFK h Bwtod^ j i e i al aa i a <fi 
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tangmte dont U fomt de contact s'Umgne mdifiiniment 9ur 
cette eaurbe. D'aprte cette d^finitioii , pour qu'une conrbe 
ait une asymptote, il faut . i^ qu^ cette courbe ait une 
branche infinie; ^^ que^ le point de contact s'dloignant m- 
d^finiment sur cette branche , la tangente s'approche sans 
cesse d'une positioii'Imite. 

n est facile de reconnaitre que la courbe dont nous ve- 
nous de construire la projection horizontale , satisfait k la 
premiere condition. En effet, menons, par le centre du 
cdne, un plan kk'V p^rallMe k aj3y; ce nouveau plan cou^ 
pera la surface suivant des generatrices (ko^ kT), (h, k'l') 
parall^es au plan aj3}^. Remplagons, par la pens^e, la droite 
{koj k'V) par une autre g^ueratrice G, qui fasse, avec la 
premiere, un tr^s-petit angle : il est clair que le point M 
oil cette demi^re lipe rencontre le plan afiy de la courbe 
H pent s'eioigner^ autant quB nous le voudrons , du point 
{Cy e'), si Tangle dontil s'agit est rendu suffisamment petit. 
G'est ce qu'il fallait prouver. 

On Yoit, en m^me temps, que Us giniratrices paralUle$ 
au plan sicanJt sont les'Umtes de celles qui rencontrent ce 
plan. Les ' considerations g^n^rales sur les surfaces i6^ 
Teloppables nous avaient difii conduit k cette conclusion 
(n* 45). 

Remarquons maintenant que la^ tangente. k la courb^ H,i 
au point M, serait I'intersection du plan P ayec le plan tan* 
gent au cdne, suivant la g^neratrice G. Si done cette inter- 
section s'approcbe indefiniment d'une droite fixe, quand U 
generatrice G tend vers sa position-limite (ko, k'l% cette 
droite fixe sera Tasymptote. Or, le plan tangent suivant la 
generatriee G a pour limite le plan tangeAtsuivant^fco, k'l'); 
done la tangente en M tend sans cesse k se coufondre avec 



Dl OAOBtfUB DSfCUPTITB. 91 

la droite suivant \aquelle ce dernier plan coupe le plan P; 
done Tare mfini projet6 suivant eg a une asymptote. La 
mdme conclusion subsisterait pour Fare projet6 en fh^ ei 
pour les deux arcs sym^triques des premiers par rapport 
au plan vertical. La courbe H est done une hyperbole, ainsi 
que I'avait indiqu^ la position du plan P. 

119. Le plan tangent au c6ne, suivant {ko^ k'l^, a pour 
trace horizontale la tangente kpkh base du cdne : le pointp, 
od cette tangente rencontre la trace a^ du plan P, est done 
la trace horizontale de Tasymptote. D'ailleurs, la g^n^ra* 
trice (ko , kT) est parall^le au plan P ; done I'asymptote, 
intersection du plan P et du plan tangent , est parallMe k 
la g^n^ratriee : sa projeetion horizontale est' done pi, pa- 
raUiU d la projection horiwntale ko de la giniroXrice^ 
Umte. 

120. II r^sulte, du Th^orfeme g^n^ral sur la projection 
d'une tangettte, que la projection pi de Vasgmptote d ffcy- 
perbole H est asymptote i la prelection e^ de cette hyper" 
bole. 

121. Une construction semblable \ la pr^c^dente don- 
nerait I'asymptote gi k Tare fh. 11 /but, comme verification, 
qat les deux asymptotes se coupent au centre (i, %')de thy* 
perbole EL Cette remarque donne, ^videmment, un moyen 
d'obtenir les deux asymptotes , plus rapide et plus exact 
qpe celui que nous venous d'employer. 

. 122. Si le plan P, toujours perpendiculaire au plan ver^ 
tical, etait paraH^le k la g^n^ratrice extrime (ao, ao'), au- 
quel cas la section serait une parabole, la g^niratriee (ko, 
k^o^ se confondrait avee (oo, ao'). Par suite, le plan tan- 
gent suivant cette demi^re droite ne couperait plus le planr 
P; done la parabole n'a pas d^ asymptote. 



bote. ls% dettx atppes du c6ne iimU par h^tMitMse'^ Uiiii<' 
t^s aui deu plans ab, n^V^ ^quidistants du centre, eltos 

Fig. 40. se d^elopperont siiiYaiil deux seoteurs BABiO« k^^Wk^fi^ 
if^ta imtire euk ^ et ^ui noui pourrons pismire dank on 
infiine cercle, ayant pour rayoa le cOt^ ao' du cOne. Nois 
pouvans tuime Ua plaeer sym^triquameal k Tdgahl du 
centre 0, ce qui retieiit k suppbser que, la nappe inftrieurs 

Fio. 39. dtt dAne £tant (mv^te suivant la |to6ratriee {bo^ b'9'), In 
nappe aup^rieore soil ouverte suivanl le prolengement di 
celte gte<ratriee« De cette mani^e, la hrau6B^ inttrieori 
de Fhyperbole se transfonnera ^uifabt QEGi ^ et la traiii«^ 
form^e de la brandie aup^rieure se composera dea deut 
ares FH, FjHtf syfii6lriqilea par rapporl kOW, at coi^tet 
orthogonalemerU les deux transform tos 0A'^ OA'^ de la g^ 
o^alriee (od, on'^). 

Qs troia Gourbds GEGi, FH, FA se conatraire&l f a# 
ptiQts> abselitment oomme la trtesfetaito de In section ^ 
liptique (113). 

1S4. ila^ptDfd « M tramftrm^ dp fkyp^rMfe. Sous 
atons Ytt eHieesoB (116) que, pow obtenii* li iangeiite en 
un ^oiikt Mt de la Iransformte d'nne sdellOD eonique quel« 
GODfue, il faui oenatfuire un triangle igal ao triangle km6p 
dana le plan de eette sectiopf i^ par la tasgente T an point 
M correspondant k M^ $ tf par la gfoA^atriee passant en 
Ml 3» |»ar la t^aee horkonUle dn plait tangem le loflg de 
celte gta^atrice^ Dans le eas qui nous oceope^ les limitef 
de ces trois droites sont» req>eetiTCT»nt , rasymptoli 

Fw. 39. {pi, ^% U gte^ratrice (ko, k'o'), et la tangente pik k la 
base dli tdne. Gens^quemiDent, si aprto avoir constroft li 

Fie. 40. transform^e KO de la gtedratrice {ko^ Vo')^ nous preneni^ 



la ttngrate KP aa eercU ^ale ||pp, at qii# n^ua war 
niona PI parallUe k KO, nous auroaa Taayinptota a I'ara 
EG 4o la traaaforsd^. Una ooaaid^ratioo semblable dan- 
narait lea aaymptoiaa daa aatres area* 

iS54 Kmwrque* Laa aaymptotea PI, Ril des dew area Fio. 40. 
EG, FiHi, forment une seule et m£me droite. En effet, 
d'apr^a la coAatcactioii^ U trajuformte Q& da la g^o^fa- 
trice (okf Q'k')i et la trioafontt^e OLi du prcdongainaat de 
catta ni6nia g^niratrioa » aoot deux aegmania d'une mAma 
draita. De plua, lea asymptoias PI, BJ aeai paralldlea k 
cette ligbe ; at^ ainai qu'il eat aia6 de le vair» eUas ea aaa| 
^dMaQl diaUoiea ; doac» ete. 

Od arrive k la mime eooclusion an auppoaant qua Vw 
ail prwi pour plan de ddveloppemeni ^ calui qui touclia le 
cftBi Bltlvant la gto^auioe {okf o'k'}. 

ptlomlAkb Jan. 

TKaw % l<» to piojeotiQDi 4e la weiioa f«ta dai aa liae, pat aa plift 
pelcanipie; So le 4eYetoppement da cAae; S"* la tnuuformee de la 8e«- 
Rod; i*" les tangentes i la transformee de la base ei a la transformee dt 
ht sectidD. 

126. Projections de la section. Solent {s, s^) le sommelFia. 41. 
dtt cAne, {abed, a'c') la tr^ce horjzootale de cett(3 surfaqe^ 
et a/3y le plan donn6. 

l^ous d^terminerons, comme dans lea probl^es pr^c^ 
dents, lea projecuons ehfj^ e'h'fg' de la eourbe d^iiiter- 
section, en construisant les points oil le plan est rencontrd 
par un certain nombrfe de generatrices du cdne. 

Soit, par exemple* la g^neratrice {sp^ s'p^. Le plan qui 
la projette horizontalement coupe le plan a/3y suivant une 
droite donl la trace horizontala eat (m» u% et dont un autre 
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point a 8 pour projection horizontale. La projection verti- 
caie i' de ce dernier point se constniit au moyen de Iliori- 
zontale (si, I'i') du plan donn^. Nous obtenons ainsi i'u'm' 

m 

pour projection verticale de la droite dont 8 s'aglt; et, par 
suite, (m, m') est le point oil la g^n^ratrice (sp, s^p') perce 

127. Remarque. Les plans auxiliaires men^s par les %& 
n6ratrices se coupent tous suivant la verticale passant par 
le sommet du cAne ; en sorte que leurs intersections avec le 
plan donn6 viennent toules concourir au point (Sfi')^ oik ce 
dernier plan est rencontre par la verticale dont il s-agit. D 
nous a done suffi , pour determiner compietement chaque 
intersection , de prendre sa trace horizontale. 

Gette imporlante simplification est tout k fait analogue i 
celle que nous avions rencontr^e dans le Problime XI (95)« 

lt28. Developpement du c6ne. La construction de cette 
partie de T^pure exige que Ton connaisse les vraies lon« 
gueurs des generatrices projet^es en s^, ««» V*** N<hi8 ob^ 
tiendrons commod^ment ces diverses droites si nous sup- 
posons que chacune d'elles toume autour de la verticale 
(s^ f?8% de mani^re k se placer parallMement au plan ve^ 
tical. 

Soit, par exempte, la generatrice (^p, s'f^. Si, sur la 
parallMe sviiXy, nous prenons si: egale k fp ; si nous abais- 
sons ?tp, perpendiculaire k xy^ et que nOus menions 8%^ 
cette derni^re droite sera, evidemment, la vraie longueur 
de la genera trice. 

Gela pose, pour obtenir le developpement du cdne, nous 
supposeroQS que cette surface est auverte suivant la gene- 
ratrice projetee en si , et nous construirons , successive- 

« 

Fm. 43. ment, les triangles 1S2, 2SP, PS4..«, egaux, respective- 
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ment , aux triangles composant les faces de la pyramide 
que nous substituons aa cdne. En faisant passer un trait 
continu par les points 1^ 2, P, 4, D..., nons aurons, pour 
le d^veloppement cherch^, le secteur S12P4D.«.l. En 
mfime temps, la courbe i2P4D...l sera la transform^e de 
la base du c6ne f )• 

129. Transprmde de la section. Si nous prenons, sur la Fib. 4i. 
transform6e SP de la g6n^ratrice {sp, s^)} vu^ longueur 

SM ^e k la partie de cette g^n^ratrice comprise entre le 

sommet du cAne et le plan secant, nous aurons un point M 

de la transform^ HMF6H,. Or, les distances SP, SM sent 

proportionnelles aux projections verticales s'p'^ sW; et, 

de plus, SP=8%. Si done, par le point m', nous menons F». 41. 

m'mi parallMe k la ligne de terre, cette droite rn'oti coupera 

$% en un point pmi qui donnera «'fni=SH. 

130. Remarque. U est commode de faire passer une 
courbe par les points CiQimX , bien que cette ligne n'ait Fn. 41 . 
aucune signification g^om^trique- 

131. Tangentes i la transform^ de la base ethla tranS" 



{*) On con^oit que I'ensemble des tritogles ISi, 9SP... pent differ 
beauooap du viriuble d^veloppement, paisqoe oelai-ci est la limite 
des d^veloppemenU des pynmides inscrites aa cdoe. D*uii aalre o6l6, 
tl FoD mulUplie consid^rablement le nombre des points de division de 
la base dbeft on jette de la confusion dans T^pure. Poor Mter cet in- 
convenient, et en mftme temps pour obtenir une approximation satis- 
faisante, on pent opirer de la manidre suivante. 

Apr^s avoir prisSl (fig. iS) egale k /i (fig. il), on dtoit,da points 
comme centre, avec f'S (fig. il) pour rayon, un arc Xu.; puis on coupe 
cet arc par un autre arc, d^crit du point 1 comme centre » et dont le 
rayon x^'* vku grand que la corde 11 (fig. il) , soit pita peUt que Tare 
sous-iendu par cette corde. 

Quelle que soit, dn reste , la construction qui donne le d^veloppe- 
ment, eUe lalssera toqJonrB k d^irer sous le rapport de la rigueor. 
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pnrnH de U sHtkn. Aprjks itoir d^rmiAA, par ii eon^trtte- 
tioo ordinaire, la tangente {mff m'r') k la courbe d'intef- 
aeoiion, au point quekonque (m, m'), propodond-noos 
d'obtenir la tangente MR k la transform^e d6 cette conrbe ; 
el, poor oela, cherchons d'abord la tangente en P, I la 
transform^e de la base du cylindre. Or, ai notia constntison^ 
Fi$i 4]l* 1^ triangle SPR 6fA k celui dont les eAt^s aeraient la g6- 
n6ratrice (tp, «'pO* ^* tangente pr k la base, et la droile 
(r«, r'i% le c6tA PR de ce triangle tottchera^ en P, la trans* 
Ibmite da la bue, tie. 
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134. GoDsid^rons d'abord, comme dans le Chapitre I®' 
Fia. 44. (16), un polygone ABG...FG, doot trois c6t£s cons^cutifs 
quelcoiiques ne soient pas dans un m6me plan. 

Prolongeons ind^finiment, et dans les deux sens^ chacun 
des c6t^s de cette figure ; nous obtiendrons ainsi des droites 
qui pouiTont £tre regard^es comme les ar£tes de deux sur- 
faces poly^drales, ou plutdt de deux nappes, appartenant k 
une m£me surface , et s'appuyant sur le contour polygonal 
ABG..«F6. 

Pour engendrer cette surface par le moyen d'une droite 
mobile D, imaginons que B'^B' soit une position de cette 
g^n^ratrice. Pour lui faire prendre la position G'^G^ nous la 
ferons toumer autour d'un axe B/3 meu^ par le point B, 
perpendiculairement au plan ABG ; pendant le mou?ement, 
les deux segments de la g^n^ratrice eugendreront les angles 
B'^BC'^ B'BC'. De m£me, cette droite passera de la posi- 
tion G"G' k la position D^D' en tournant autour d'un axe 
G7 men^ par le sommet G, perpendiculairement au plan 
BGD. Et ainsi de suite. 

Nous voyons ainsi que les deux nappes de la surface 
poly^drale seront engendr^es par les rotations successires 
d*une mime droite, autour des axes B^, G7, Dd... 
Fw. 44. 135. Remarques. l^ Si nous prenons, sur B'^BS les seg- 
ments BGi, GiD|, DiE|..., respectivement igaux aux cOtis 
BC, GD, DE... du polygone, ces segments riendront, suc^ 
4 cessivement, coincider avec les cAt^s correspondants du 

polygone directeur. 

2« Un point M, pris sur B^BS enire Ci et Di, d^crit d'a- 
bord un arc de cercle MMi autour de B, puis un arc Hiin 
autour de G, puis un autre arc miS^ autour de D, etc. 
Ainsi, chaque point de la giniratrice dicrii une tigne cem- 
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Pm, Qm, a une limite nuUe. G'68t parce que It directrioe 
est le lieu des points de rebroussemeut des courbes di^ 
crites par lea points de la g^u^ratrice, qu'elle est appd^ 
mite de rebraussement de la surface, 

4" La direetrke donnie^y ou VarSte de rebromsisment ii 
la surface dSveloppable , portage eette surface en deu9 
nappes tangetUes Vune i V autre le long de cette artte. 

Les tangentes mT, ms k ces deux courbes , ditenninent 
les plans tangents aux deux nappes ; donc^ etc. 

137. Si la surface poly6drale consid^r^e ci-desgus est 
Fig. 44. d^velopp^e sur un plan, le polygene ABG...EF6 se trans* 

forme en un aulre polygone dont les angles et les c6t<s sont» 
respectivement, ^gaux aux angles et aux cAt(i8 du premier 
(82). II r^sulte de Ik que les circonfi6rences qui passeront. 
Tune par trois sommets cons6cutifs du premier polygone, 
et I'autre par les trois sommet3 correspondants du second, 
font ^gales entro ellea. Or. si nous remplafons les deux 
figures polygonales par les courbes qui en sent Ie$ limited, 
lea deux circonfireQces seront osculatrwes \ ces deu^ 
courbes. AiuM, Variie de rebroussmnent d^une surface d^ 
vcUvP^^ble et la transformSe de cette ligne ont, en dpuc 
points correspondants^ leurs cercles osculateurs igaux, 

138. Le plan du cerde osculateur, en un point M de 
Fi6. 46. I'arMe de rebroussemeut, est, ^videmmeiity la limite du plan 

conduit suivant les deux cordes Miiit » Mm* tboutisiaat en 
ce point. En d'autres termes, le plan oseuiatewr en un pmt 
de Varite de rebroussement se confand avec le plan taingent, 
en ee point,, A la surface d^eloppabk, C'est ee que nous 
avions, aiinonc^ pr^cMemmeut (47). 

188. Les axes de rotatiea B/), Cy, lii.^., que neus 
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Admettons, pdur un instant, que sur une surface d^ve- 
loppableS, ayant la courbe k double courbure ABC... pour 
ar^te de rebroussementt on puisse appliquer une droite MN, 
non tangente k cette courbe. Projetons toute la fipre sur 
un plan P, perpendiculaire k HN. 

y ardte de rebroussement se projettera suivant une ligne 
abc... ayant pour tangentes les projections aa\ bb'.ce'... 
des generatrices AA% BB', GC... De plus, la droite MN 
se projettera en un point m, par lequel viendront passer les 
tangentes aa'^ bb\ cc'... Done, d'aprfes le lemme prece- 
dent, abc... serait une ligne droite, et, contrairement k 
rhypoth^se, la courbe ABC serait plane. 

144. Par le calcul, ou par la geometric, on demontre 
que VhyperboUAde i une nappe est une surface doublert^ent 
rSgUe^ ou admettant deux systimes de generatrices rectili- 
gnesr Le paraboUAde hyperbolique jouit de la meme pro- 
priete. D'apres le theorfeme precedent, ces deux surfaces sont 
gauches. La meme conclusion s*etend aux concMes^ c'esl>k- 
dire aux surfaces engendrees par une droite qui s'appuie sur 
une droite donnee , en restant parall^le k un plan directeur 
donne. A cause de cette dernifere condition, les conoides 
penvent eire consideres comme appartenant aux surfaces 
rigUes^ iplan direeteur. Ces demiferes, quand elles ne sont 
pas cylindriques, sont necessairement g&uches, comme nous 
Tallons demontrer. 

145. Th£orI»ie. Toute surface riglie^ i pUm direeteur, 
est gauche. 

Supposons qu'une pareille surface soit developpable. Si 
nous efifectuons une projection sur un plan perpendiculaire 
au plan directeur, les generatrices se projetteront suivant 
des droites parall^les , tangentes k la projeaion de Tarftte 
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da l^ giiUralrice dierU uw h^tiee dent U pa$ $$t Sgal A 
celui de IhilUe primtiive. 

Pour d^montrer cette proposition, projatons I'li^lieo don- 
n4e 6ur im plan perpendioulaire aux generatrices du cy- 
Fio. 48. lindre. Partageons la circonfirence en un certain nombre 
de parties ^gales, par exempie, en sept. Menons les cordes 
AB, BG... : il est clair qiie ces droites serontles projec- 
tions de cordes ^galas* ayant leurs extrtoiites sur Theiice. 
Si nous prolongeous ces cordes des quantit^s Aa» Bfr, Gc. . . 
arbitrairei, mats toutes egales entre ellest les points «, h, 
o,.» seront les projections de points situ^s sur les prolon- 
gements des c6t^s du polygene inscrit dans Theiiee , et 
equidistants des sommets projet^s en A, B, G... Enfin, 
menons les droites ah^ fre... II est bien facile da voir que 
ABG... etant, par hypoth^se, un polygene r^gulier, il en 
sera da m^me pour ahc... On reconnait, en outr6, que le 
polygene dont ahc... est la projection » a sea cdt^s ^gaux 
entre eux et ^galement inclines sur le plan de projection; 
si done on d6veloppait le prisme dopt ahcd,., est la base* 
lei polygona dont il s'agit aurait une transform^ rectiligne. 
Gette conclusion est ipdependanle du nombre des divisions 
de la circonC6rence ABG...; done, etc. 

150. Remarque. Si le polygene ABG*«« n'estpas, a U 
fois, iquumgle et ^quihi^ral, c'e8t*&*dire $i rh4lio^.direotriee 
n'est pas trade sur un cy lindre de nfvolutUmt le th^or^e 
ne Kubsis^ra plus, et chacun de$ pointe de la g4niratrice 
d^crira ur^ courb^ qui ne sera paa une hdtice. Gette propo* 
sitiou I camme le lecteur pourra s'ea ftssurer, resuUe de la 
demonstration preoedentOt 

151, Apr^^ ca rapida examw de la surface qui nous <k>- 

fllitt novs pQttrrion« Cpira vajr eoMiept on pwt U mih 
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strum en rsKef, et comment on peat ^ctner son Hvt^ 
leppement. Poor ^viter un double emploi, nevs traiteronf 
ees deux questions dans le chapitre suivant, 

H£ugoiDE GAUCHE. 

i53. On donne, en g^n^ral, oe nom k toute iurftc4 
gauche d directrice yitQcHdale. Mais on peut censid4rei 
plus particuliirement, k cause de leurs applications, les 
quatre h^licoides gauches suivants : 

1^ Prenons, pour directrices, une h^ce tracAe sur un 
eylindre de revolution, et I'axe de ce cylindre. Si une droits 
mobile s'appuie sur ces deux lignes , an faisant avec Taxe 
un angle constant, la surface qu'elle engendrera sera fJi^ 
U^&ide de la via d fiUt triangulaire. 

2^ Gonserrons les mdmes directrices, et supposons que 
la droite mobile coupe Faxe 4 angle droit, ou, ee qui est 
Equivalent, qu'elle resta parallMe k un plan direeteur, per« 
pendieulaire k cet axe. La surface engendr^e sera ce qu'ea 
appelle MliocUde i plan ^reeteur, ou kdlicciide delam h 
filet carri. 

5^ Prenons encore pour directrice unC' hfliee trac4e suf 
an eylindre de revolution, et supposons qu'uiie droits mo- 
bile s'appuie sur cette h^lice, en toucbant la surface du ey- 
lindre, et en faisant avec Taxe un angle constaut, diCKreot 
da celui que fait, avec cet axe , la tangents k Tbeiioe, Le 
mouvement de la gdneratrice sera eompietemant determine. 
De plus, la surface n'aura aueun point dona rintdrieur dii$ 
eylindre. On pourra done la designer sous le nam d'Mvr 

C€iide a noyau plein. 
4^ En admettant toujours que la generatrice rectOigne 
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reneontre ryiice en demenrant tangente au cylindre sar le« 
quel cette courbe est trac^e, supposoos, comme cas parti- 
culier, que la g^n^ratrice fasse un angle droit avec Taxe; 
alors la surface engendr^e sera un MU^<nde i twyau plemt 
et a plan directeur. 

D*apr^s les deux Th^or^mes g^n^raux d^montr^s ci-des- 
sus (143 et 145), les deux premiers h^lifoides, et le qua- 
triime, sent des surfaces gauches. 

153. Une consideration tr^s-simple permet de recon- 
naitre que YMi^dide d noyau pldn appartient, pareillement» 
k cette cat^orie. Projetons Th^lice et les generatrices sur 
un plan P, perpendiculaire k Taxe du cylindre. Nous ob- 
tiendrons, pour projection de la courbe, la circonference G 
suivant laquelle le plan P coupe le cylindre, et, pour projec- 
tions des generatrices , les tangentes k cette circonference. 
Si la surface regiee dont il s'agit avait une arete de rebrous- 
sement , la projection de cette ligne serait Tenveloppe de 
toutes nos tangentes , c'est-a-dire la circonference G. Par 
suite , les points de contact des generatrices avec I'arete de 
rebroussement se confondraient avec les points od les gene- 
ratrices rencontrent Tbeiice. En d'autres termes, si la surface 
etait developpable , son arete de rebroussement serait pre- 
cisement Theiice directrice. Cette conclusion est contraire k 
Thypothfese; done I'MUcotde d noyau plein est une surface 
gauche. 

154. En general, si une droite se meut en coupant une 
eourbe donnie^ de mamibre que la projection de la ginA'a- 
trice, fdte sur un tertam plan,soit toujours tangenie h 
la prelection de la directrice; la surface engendrie sera 
gauche. 
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HTPERBOLOIDE DE RiVOLUTION. 

155. Supposons, comme dans le Probl^me YII , qu'une Fn* 40. 
droite AB tourne autour d'un axe fixe OZ , non situ^ dans 
on mftme plan avec elle. Nous avons dit que la sutfaee 
gauche derivolution ainsi engendr6^ est identique avec Vhy- 
perboUnde de r^olution i une nappe , c'est-k-dire avec la 
surface qui serait d^crite par une demi-hyperbole , tour^ 
nant autour de son axe non transverse. 

Pour d^montrer cette identity, menons la commune per- 
pendiculaire OG aux droites AB, OZ. Quand la g6n^ratrice 
AB touruera autour de OZ, le point G d^crira un parjdlMe 
plus petit, ^videmment, que les parallMes d^crits par les 
autres points de AB. Pour cette raison , le cercle OGD est 
appel6 cercle de gorge de la surface. 

Soit ensuite ZOX un plan m6ridien quelconque , et soit 
H le point oil il est rencontre par la g^n^ratrice. Si nous 
abaissons MP perpendiculaire sur OX, et que nous menions 
GP, cette demifere droite sera tangente en G au cercle de 
gorgov: en effet, la droite AB ^tant perpendiculaire kOG, sa 
projection GP est pareillement perpendiculaire h OG. Ainsi, 
les projeeiiom des giniratrices , mr le plan du cercle de 
gorgcy smt tangentes i ce cercle. 

Ges pr^liminaires ^tant entendus, faisons 

OG=(J, MCP— a, OP==x, MP=a;. 

Le triangle MPG, rectangle en P, donne 2=GP tg a. D'ail- 

leurs, CP=y^^— d"; done T^quation du lieu des points 
M, ou de la section m^ridienue , est 

««— af.tg»a=— d'tg*« (1). 

Gette Equation repr^ente une hyperbole dont le centre 



se coofond avec celui du cercle de gorge, doDt les sommeu 
r^els soDt les extr^mit^s D, E d'un diam^tre de ce cercle, 
6t dont OZ est i'axe imaginaire. 

156. L'^quation (1) ne change pas quand a change de 
eigne. Gons^uemment , si Ton imagine une droite A^', 
•ym^trique de AB relativement au plan da cercle de gorge, 
cetle seconde g^n^ratrice A'BS tournant autour de OZ, 
reproduira la surface engendr^e par AB. Autrement dil, 
rhyperbololde de r^oluiian, d une nappe ^ admtt deux sy- 
$Umes d$ giniratrtees rectilignes. A ohaque ginirairm du 
premier eystimef il en correspond une du second ^ symS- 
trigue de la premHre par rapport au plan du cercle ie 
gorge. 

157 & L'hyperboloide pouvant 6tre engendr^, indifiirem- 
ment, par la droite AB ou par la droite A'B', il est clair 
que : par tout point pris sur la surface^ passent deux gini- 
raificesy tune appartenant au premier systdme , et V autre 
appartenant au second* 

158« Deux giniratrxoes quelconques , appartenant d un 
mime systime^ ne sont jamais dans un mime plan* 
Fig. 50. Soient AB, A^' deux positions qudconques d'une \xA\sa 
§^n^ratrice« En g^niral, les tangentes CT, G'T, suivant les- 
quelles se projettent ces deux droites, se couperont en un 
point 1. Si done AB pouvait rencontrer A'B^ ce ne pour- 
rait £tre qu'en uu point is& la droite MTM',.men^e par le 
point T, perpendiculairement au plan du cercle de gorge. 
Or, ^ Tinspection de la figure, on voit que cette perpeudi- 
culaite rencontre AB au-dessus de cc plan, et qu'elle ren- 
contre A'B' aurdessous de ce mCme plan. Les deux gene- 
ratrices sont done dans des plans differents. 

159« Bamarque, Si lea deux drottes AB, A'B' tvaient 



|!9'3w'S^.S.'€^S'^°' 



80 . TRARt ALtanniTAiu 

trices, nous engendreroos une surface qui ne diffSrera pas 
de rhyperboloide. Ea effet, la g^n^ratrice G, dans ses di- 
verses positions, coincidera avec les droites B, B^ B'', B^... 
du second systime , attendu que chacune de ceUes*ci ren* 
contre A, A^ A'^. Ainsi, VhyperboUAde de rivolutian, A 
une nappe^ pent ttre engendri par une dmte mobile, 09- 
sujettie d 8*appuyer 9ur trm droites fixes (*). 

163. La construction du plan tailgent k Thyperboloide 
de revolution, a fait voir que cette surface est gauche (69). 
Les tyorfemes des n^^ 143 et 154 conduisent k la mfime 
conclusion. 

164. On a vu plus haut (157) que, par tout point de la 
surface, passent deux generatrices.. Goasiquemment (34), 
1^ le plan tangent en un point de Vhyperboldide de r&no^ 
lutym^ est dUermni par les deux giniralrices passant en 
ee point; 2^ quand le point de contact se d6place sur une 
giniratrice , le plan tangent toume autour de celle-d^ Ge 
dernier risultat etait d^jk connu (44 et 69).| 

165. Reportons«nous k la figure 49 , et menons ^ par le 
centre de Thyperboloide, une parallMe OH k la g^ndra- 
trice AB. La droite OH, en toumant autour de Taxe OZ, 
engendrera un cAne de revolution identique avec celui que 
decrirait Tasymptote de Thyperbole meridienne MDM^ En 
effet, pour obtenir la section meridienne du premier cAne^ 
it suffit de supposer, dans requatiou (1), d=i0. On obtient 
ainsi.o^* — a:>tg*a=o, c'esl-k*4ire Tequation mdme des 
deux asymptotes. 



{*) II faot, bien ent^ndu, que les trois directrices salisfassent i cei^ 
ulnes condition^, sans quoi la sufCace engeadrte poarrait n^fttra pas 
ua kyporbolelde de r^voloiloa. 
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CHAPITRE VII. 



168. Dans le cbapitre suivant nous coosid^reron$ les 
C98 priucipaux de la section plane d'ua byperboloide de 
revolution. Dans celui-ci, nous choisironsi comme exem^*- 
pies, les sections faites dans rb^licoide developpable ou 
dans rh^liQoide de la vis a filet triangulaire» par 4es plam 
tangents a ces surfaces, 

VKOMlAmB zzv. 

t^ Repr^seoler graphiqaement i'heli{oTde d6veloppable; S** eonstroire on 
plan tangent k ceite surface; 3° delerminer la section faile par ce plan; 
i^ d^veiopper rheli^oide; 5<^ eonstroire la transformde de la section. 

F». 51. 169. Representation graphique de rMiccide, Nous sup- 
poserons la surface termin^e k deux plans horizon taux xt/y 
x'y'y perpendiculaires k Taxe (o, o'%') du cylindre sur lequel 
est trac^e Th^lice directrice. La distance de ces deux plans 
sera, pour plus de simplicity, 6gale au pas de cette bailee. 
De plus, nous limiterons la courbe k ces deux plans; de 
sorie qu'elle se composera d'une seule spire^ et que la sur- 
face sera termin^e, brusquement, par les tangentes aux ex- 
tr^mit^s de cet arc b^liQoi'dal. 

Gela pos^, si aJ6X est la trace borizontale du cylindre, 
et que a soit Vorigine de Tbdice , la trace borizontale de 
rh61iQoide sera la d^veloppante abcd,.,qr du cercle o (93). 
Pour construire cette developpante , on divise la circon- 
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sup^rieure; ces deux courbes ^tant, d'ailleurs^ dirig^es 
eii sens contraires. 

171. Si Th^lice donii^e, aulieu d*6tre termin^e aux deux 
plans x'y\ xy, ^tait prolong^e au-dessous de xy> les tan- 
gentes a la spire qui suivrait celle que nous conservons, 
viendraieut percer le plan horizontal xy en des points si- 
tu^s sur la developpante a]9ipi...6iai. En efTet, la nouvelle 
spire serait, k regard du plan xy^ ce que la premiere est 
par rapport au plan x'y'. 

De m^nie, si celle-ci 6tait continu^e au-dessus de ce der- 
nier plan, les tangentes k la nouvelle spire d^termineraient, 
par leurs intersections avec x'y\ une developpante pro- 
jet^e^en vraie grandeur, suivant abc.qr. 

Si done rhelicoide , au lieu d'etre limits comme nous 
Tavons suppos6, 6tait ind^fini, ses traces sur chacun des 
deux plans horizontaux xy, x'y'y se composeraient da 
syst^me de deux d^veloppanles telles que ahc. . . qr et 

172. Nous pouvons remarquer maintenant qu*une hilice 
trade sur un cylindre de revolution est partout identique 
avec elle-meme {*). La conclusion k laquelle nous venons 
de parvenir, relativement aux sections faites dans ryii- 
Coide par les plans horizontaux xy, x'y', subsistera done 
pour tout plan horizontal. Ainsi, 1^ la section faite dans 
rhSliQOtde developpable , par un plan quelcon^v^, perpen- 
diculaire H Vaxe du cylindre sur lequsl Vhdlice directrice 
est trade , se compose de deux developpantes de la sectiott 
circulaire faite dans le cylindr€ par ce mime plan; 2<* f o- 
rigine commune des deux developpantes est situ^ sur I'M- 



( *) Cette propri^ld appariient aassi i la ligne droite. 
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appartenani k la trace sup^rieure de rh61icoide auront pour 
projections verticales les points a\y b\, c\, •.•q\y situ^s sur 
x't/'. Par consequent, en menant des droites par les points 
correspondants r' et a'„ V et b\, ...q' et q\ , nous obtien- 
drons les projections verticales des g^n^ratricea. Quant 
aux projections verticales jS', y\ 3',., des points oil ces 
generatrices touchent Theiice, elles seront donn^es par les 
projections horizontals ^,y, d... des monies points. La 
sinusoide r'^^y'i\.M\ sera la projection verticale de cette 
heiice (*). 

176. Afin d'abrdger, nous n'expliquerons pas ce qui est 
relatif aux parlies visibles ou invisibles. Avec un peu d'at- 
tention, le lecteur qui aura noire epure sous les yeux com- 
prendra pourquoi certaines lignes ou parties de lignes sont 
en plein, tandis que le reste est en ponctui. 

177. Pour construire le modele. en reliefs on pourra 
prendre deux feuilles de carton, assujetties par des mon- 
tants verlicaux, de niani^re k tenir lieu, approximativement, 
des plans horizontaux xy, x'y\ Aprfe^ avoir evid6 ces deux 
feuilles, suivant deux cercles egaux k ad9X, et ayant un 
axe commun (o, o'o\)y on tracera, sur le carton inferieur, 

(*) RapporlODS Tb^Uce aui trois axeso^, o8, (o. oV). D^signons par 
R le rayon du cylindre, et par s Pare a^i, repondanl k un poini queU 
roAque (i, t'}, dont les coordoonees sont a;, y, z. Nous aurons 

Mais - — — — ig cfjcrr — J— g-, h elant le pas de Th^Iice. Remplagant 

S % 

— par 9 It r 9 nous obtiendrons, pour les dquacions de la courbe : 

ic— RcosJtct, y — Rsinaw-. 
h h 

Chacune des projections de rbelice est doncune varHU^^ la sinuscMfde. 
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180. II ne serait iii difficile ni int^ressant de canstruire« 
soit ie rabattement de la section » soit la tangente k cette 
ligne. Relativement au point (X, X'), la m^thode g^n^rale 
serait en d^faut, car le plan tangent a la surface en ce point 
se confond avec le plan de la courbe. Mais nous savons 
que celle-ci touche , au point dont il s'agit , Tarfite de re- 
broussement (45) (*). 



pas aus points a^, g^i^t^ situ^s sur les droiles aa^, gg^, ar, perpen- 
diculaires^ la ligne de lerre. Mais il est facile de voir t)ue la projection 
verticale g*^ parlage ^^, en deux segments g'^i, g'g\, proportionnels 
k gg^y g^i. On pourra done construire rigoureusement lef oint g^. De 
m&me pour a, et r,. 

(*] Tous ies resultats auxquels nous venous de parvenir penvent fttre 
verities par le calcul. 
Soient, comme pi-dessus, les Equations de i*higlice : 

a?—— R cos iff r, y— RsinSir-. 
h h 

La tangente en un point de cette courbe sera representee par 

aj-hRcos«7r? — — ^(ar— 7)sinaipl, 
n n h 

y — RsinaiyJ -----(»— "YJCOSiri; 
n n h 

I ^tant Tordoonee du point de contact. 

h 
Pour simplifier, posons sr-n ^m : ce rapport sera egal a la tangente 

trigonometriqiie de Tangle que fait, avec le plan horizontal, la tan- 
gente k Thelice. Nous aureus ainsi, au lieu des ^nations prect^dentes : 

a?H-R cos JL .1 — (a— r) sin -1- (1) 

Km m^ »' Rm' ^ ' 

m 

y —R sin -1- — — {»^t) cos J-. (S) 

Rm f»^ *' Rm ^ ' 

II ne reste plus, pour avoir T^quation de l^h^li^olde , qtk'k ^liniiner t 
entre les relations (1) et (%). Elles donnent, par des combinaisons 
simples, 



r 
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projet^eiy horizontalement , suivant deux cordes £gales de 
la section droiteo, et, verticalement, suivant une seule 
droite myn'. 

Gela posd, si Ton considfere la circonfiirence passant par 
M, N, P, on voit qu'elle aura m'n'p' pour projection verti* 
cale, et que son diam^.tre projet^ en p' sera Thypot^nusc 
d'un triangle ayant PN pour cAtd de Tangle droit, et ip 
pour segment adjacent. Si done D est ce diam^tre, on aura 

D=— r. D'ailleurs, le triangle rectangle pnc donne, sem- 

blablement, cp=?^. Divisant membre k membre, et re* 

pr^sentant par /3 Tangle de PN avec le plan horizontal, on 
oblient 

Lorsque le point N 8*approche ind^finiment de P, /3 tend 
k deveuir ^gal h Tangle a que fait, avec le plan horizontal, 
la tangente k Th^lice. En mfime temps, le diamMre D dif- 
ftre, de moins en moins, du diamMre 2p dii cercle oscu- 
latenr o ; la formule cberch^e est done 

___ R 

° cos* »* 

182. Pour construire cette valeur, prenons, sur la ligne 
Fig. 51. de terre, Vs=ao=R; ilevons «t perpendiculaire k xy; 

puis, par le point t, nienons tu perpendiculaire k VI : Vu 
sera 6gale au rayon p. En effet, Tangle d'l'l\ est ^gal k 

a; done W=~ et Vu=~. 

' cos a cos* A 

183. Avec le rayon p, 6gal k 1% d^crivons une circon- 
fi^rence AO (fig. 55), sur laquelle nous prendrons, k partir 
du point A, un arc AdidiXiAo ^al, en longueur, k la g6o6- 
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projection horizontale de la courbe d'intersection de I'heli- 
FiG. 51. coide par son plan tangent l^Vly la ligne a,fr,...X...r,. Si 
nous considerons les portions de generatrices projet^es 
suivant a^a^y 6, ft,..., il est clair qu'elles sout proportion- 
nelles h ces projections, attendu que les generatrices sont 
egalement inclinees sur le plan horizontal. Par suite , nous 
Fig. 53. determinerons les vraies longueurs A, A,, BiB„ CiC„. . de 
ces portions de generatrices, en cherchant les hypotenuses 
d'une serie de triangles rectangles ayaut un angle egal k 
l\Vx, et dans lesquels les cdtes adjacents a cet angle se- 
raient egaux, respectivement, k aia,, 6ib,... Nous avons, 
dans repure,supprime cette construction auxiliaire, laquelle 
donne A3s***Xf-RtP0ur la transformee cherchee. 

WKOMLAmm zv. 

1* Representer graphiqnemeDl rheli^oide de la vis a Glet Iriangalaire ; 
t^ coDslroire le plan laDgenl k celle snrface, ea an point; i^ deter- 
miner la section fuite par ce plan. 

V 

186. Representation graphique de VMicotde. kpvhs avoir 
Fio. 54. divise en parties egales la circonference oo, projection ho- 
rizontale de I'heiice directrice, partageons, dans le meme 
nombre de parties egales, le pas oV de cette courbe; puis, 
par les points de division, menons des parallMes k la ligne 
de terre xy, et arretons-les aux perpendiculaires k cette 
ligne, menees par les points de division /3, y, d... : nous 
obtiendrons ainsi la sinusoide (*) a^^yd\..a\ projection 
verticale de I'heiice. 



(*) Oa a d^ja vu que a'^'Y'^...a' n'est pas line sinusoide proprement 
dite, mats seulement une vari^te de cette courbe. 



Cela pos^, la g^n^ratrice rectiligoe de Th^licoide, assu- 
jettie h s*appuyer sur l*h6Uce dont uous venons de coastruire 
les projections, doit couper, sous uq angle constant, Taxe 
(o, oV) du cylindre ao (152). D'apr^s cette condition, on 
se repr^sentera tr^s-exactenaent la surface, si Ton imagine 
une iqiierre BAG , dont le cdt^ BA de Tangle droit coincide 
avec I'axe, et dont Tautre cdt^ AG de Tangle droit, ^gal au 
rayon du cylindre , tourne autour de cet axe , de mani^re 
que le sommet G parcoure Th^lice. Dans ce mouvemeut, 
Thypot^nuse BG de T^querre engendrera la portion de sur- 
face h^ligoidale comprise entre les deux directrices; et, si 
cette hypotenuse est iud^finiment proloag^e , elle engen- 
drera tout Th^licoide. 

187. La m£me consideration demontre que deux points 
quelcmqties^ pm sur Thypot6nuse de Tequerre, c'est-ii-dire 
sur la gindratrice^ s'dUvent, & la foiSf de quantity igales. « 
En particulier, la diffirenct de niveau entre les poinis B, G 
est eonsiante. Enfin, comme les arcs parcourus, dans le mfime 
temps, paries projections horizontales de deux points quel- 
conques de la generatrice, sont, evidemmeut, semblablesi 
ces deux points d^Crivent, dans Tespace, deux helices de 
m£me pas. En d'autres termes, quand la g4n&atrice recti- 
Ugne engendre Cyii^oide, tout point de cette droHe dicrit 
une hilke dont le pas est igal & celui de VMice donnie (*). 

188. Pour construire les projections verticales des ge- 
neratrices passant par les points de division choisis sur 
Theiice, nous devrons porter sur oV, k partir des points Fio, 54. 

(*) Si la demonstration de cette derni^re proposition ne paraissait pas 
sufflsamment claire.on la compl^lerail i Paide du lemme suivant : um' 
courbe ni m» Mike si, ddes aecroissmnmU dgawt d» rab$ci$$$ curvUigne, 
9orr§spondmU des aeeroismmfUt 4gau» d$ Vardorn^, 
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de division de cette droite , une lonpeur constafite , 4gale 
au cAi^ BA de I'^querre^ et joindre ensuite les points Otf 
fti, (J,..., fi ainsi obtenus, avec les points a', J3', /..., a'. 

189. La trace horizontale de Tb^iicoide est la courbe 
abc.r, lieu des traces horizoutales des generatrices. II est 
facile de voir que cette courbe est une spirale d^Archimide. 
En effet, les difKrents rayons veeteurs oa, ofc, oc... sont, 
evidemment, proporlionnels aux distances verticales o'ai, 
o'bi, o'cj... Or, celles-ci forment une progression par dif- 
ference; done il en est de m^me des rayons. Et comme les 
angles aob, hoc... sont egaux, il s'ensuit que la courbe 
aftc.r est telle, qu'k des accroissemeiits egaux de Tampli- 
tude correspondent des accroissements egaux du rayon 
vecteur. C'est ce qu'il faUait demontrer. 

100. Construetion du plan tangent. Pour plus de sim- 
plicite, proposons-nous de mener le plan tangent en un 
point (x, x') pris sur Thelice directrice. Ce plan doit con- 
tenir la generatrice (ok, kik')f et la tangente k Tbeiice au 
point (x, x'). Pour determiner cette derni&re droite, rap- 
pelons-nous que la sous-tangeute xt est egale i I'abscisse 
curviligne a|3...x. La trace horizontale t etant ainsi con- 
struite, le plan tangent tkfv sera connu, puisque sa trace ho- 
rizontale est tky et qu'il passe par le point (o, fcj). 

191 . Si le point de contact, au lieu d'etre situe sur The- 
lice directrice, etait quelconque, on remplacerait cette der- 
niire courbe par I'heiice passant au point donne. 

192. Section de la surface par son plan tangent. On 
obtiendra les deux projections de cette courbe d'intersec- 
tion, en construisant les points oil les generatrices (6/3, b'P)^ 
(cy, cy)... percent le plan vst. Cette recherche ne presen- 
tant aucune diffieulte^ nous ne I'avons pas effectuee sur 
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CHAPITRE Vin. 

193. Pans ce chapitre, nous choisirons, comme exem- 
pies de surfaces couples par un plan, Thyperboloide de r6- 
volution, et le Xore^ c'est-k-dire \a surface engendrde par 
une circonfireruie toumant autour d^un axe siiud dans le 
plan de cette ligne. 

9WLomxAvm zvi. 

Gonslroire la section faile, par nn plan, dans nn hjperboloide 

de rivolalion , k one nappe. 

194. Au lieu de nous donner la section m^ridienne de 
rhyperboloide , nous pourrons, pour plus de simplicity, 

Fw. 55. determiner cette surface par son axe [o , oz') , et par une 
position particuli^re de sa g^n^ratrice rectiligne : nous 
pourrons m£me choisir cette droite (a&, a'o')^ parallMe au 
plan vertical de projection. En outre, nous supposerons que 
ce plan a 6\A pris perpendiculairement au plan secant a^. 
De cette mani^re, la projection verticale de la courbe d'in- 
tersection sera confondue avec la trace verticale ^ ; et il 
nous suffira de chercher la projection horizontale unkmv. 

195. L'axe de Thyperboloide ^tant vertical, et la g^nd- 
ratrice (ab, a'o^) 6tant parallMe au plan vertical, la plus 
courte distance de ces deux droites sera, 6videmment, per- 
pendiculaire au plan vertical. EUe aura done, pour projec- 
tion verticale, le point o' ou se coupent o%' et a'o\ et pour 
prelection horizontale, le prolongement ob de oo'. Par suite, 
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desdonnies, pr^voir quel sera le genre dela section (116). 
Dans noire 6pure, le plan a^ coupe une seule nappe du 
c6u6 : la section de Ihyperboloi'de est done une eliipsci 

198. Determination du centre et des sommets. Le centre 
de la section falle dans le cOne sorait le inilieu (i, i') du 
segment g'h' d^tcrmincJ sur la trace vcriicale (3y, par lefc 
generatrices extremes. Done, d'aprfes le iheorfime rappeK 
lout a rheure, ce point (i, I') sera aussi le centre de la sec- 
tion faile dans rhyperbololde. Et comme le plan veriicalde 
projection parrage la figure en deux parlies synieiriqups , 
I'un des axes principaux de la courbe sera |5y, et Taulre 
sera la perpendiculairc au plan vertical, projct^e en i' (*). 

199. Si cetie demifere droite est un axe rieU c'esl-h-dire 
si la section a deux sommets projet^s en i', on obliendfa 
leurs projections horizontales par la construction g(Su6rale 
indiqu^e ci-dessus. Dans noire (Jpure, Tune de ces projec- 
tions est le point k. 

La recherche des Sommets situfis sur la trace verticale 
du plan secant est un pen plus longue : elle repose sur les 
considerations suivantcs. 

200. Supposons, pour un instant, que ces sommets aieut 
M determines, et soit (u, u') Tun d*eux. Ce point appar- 
tient h Thyperboloide; done il est situe sur Tune de$ posi- 
tions que prendra la generatrice priiicipale (ab, a'o') quand 
elle tournera autour de Taxe (o, o'z'). Appelons A cette 
position Inconnue. Si le syslfeme des deux droites A et /3y 
tourne autour de Taxe, jusqu'i ce que A vieune repreudre 



(*) Nous supposons ici que la courbe d'inlersccUon est une eUipse 
ou nae hyperbole. Si elle ddj^^aerait ea parabole, le second are dispa- 
ndiftit. 



(I&-S-" fS' II 1 era M .9.. 
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Kliic* ^is , 
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202. Remarque. La droite dOi est, 6videinment, per- 
pcndiculaire a la trace horizontale du m^ridien passant en 
M. La construction du plan tangent, employee toutaTheure, 
ne dift^re done pas de celle qui a ii6 Aoimie au n*^ C8. 

203. Cas oU la section est une hyperbole. II n'ofFre rieu 
de particulier, si ce n'est la d(itermination des asymptotes. 
On pourrait eWectuer directeraent cette recherche ; mais on 
la simplilierabeaucoup, en observant que les sections faites, 
par le plan donn^, dans Thyperboloide et dans le c6ne 
asymptotique , out les memes asymptotes; en effet, ces 
courbes sont semblables , semblablement plac6es , et con- 
centriques (167). On a vu d'ailleurs, prec^demment, i quoi 
se rdduit la diitermination des asymptotes de la section 
plane d'un cdne de revolution (118). U sera done facile de 
construire les asymptotes de la section faite dans Thyper- 
boloide. 

PaOSLAMB ZVIX. 

I 

Constroire la coarbe d'iAlerseelion d'ao plan et d'oD tore* 

204. Comme d*hab'itude , faisons passer le plan vertical 
Fig. 56. de projection par Taxe oa' de la surface de revolution, per- 

pendiculairement au plan secant. En outre, supposons le 
tore pose sur le plan horizontal : sa section meridienne se 
composera du systfeme de deux cercles i'/', i',/',, igaux 
entre eux, synjetriquement places par rapport h Taxe (*), et 
tangents a la ligne de terre. Le contour apparent relatif an 
plan vertical aura pour projection, outre les deux circonfe- 

rences m6ridiennes, les tangeutes communes iii, Vl\. En 

" — ~ — — 

(*) Eq architecture, celte seciion meridienne serait appel^ coupe 
4u tart. 
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effet, le plan tangent en un point quelconque de la section 
m^ridieniie priucipalc est perpendiculaire k cette section , 
c'est-ii-dire perpendiculaire au plan verlical: et, d'un autre 
cdt6, le plan tangent en un point quelconque du parallele 
moyen (iefii, Vl\) est horizontal, etc. Enfin, le contour 
apparent, relatif au plan horizontal, est form^ par les paral- 
IWes extrfimes (Wifrj, b'b\) et (aga^, a'a\) (63). 

205. Suivaiit la position altribu^e au plan secant, on 
obtient des courbes de formes tr^s-vari^es , dont la discus- 
sion nous entrainerait au delk des limiles que nous nous 
sommes prescrites. Afin d'obtenir un resultat int^ressant, 
nous prendrons , pour trace verlicale du plan , la tangenie 
commune d'c' aux deux cercles i'V, i\l\. De cette manifere, 
le plan secant a^ passe par le centre de la surface , et il 
touclie celle-ci aux points c', d', 

206. En operant comme dans le Probl^me pr^c^dent , 
c'est-a-dire en conslruisant Ics points oil le plan donn^ 
rencontre un certain nombre de parallfeles du tore, on ob- 
tient, sans aucune difGcuIld, la projection horizontale de 
I'interseclion cherchde. Cette projection, dont Tepure ne 
pr^sente que la moiti^, se compose de deux arcs cehfdy 
cgd, et de deux autres arcs, syra^triques de ceux-ci, par 
rapport a la ligne de terre. L'arc cehfd se raccorde avec le 
sym^trique de cgd, et ce dernier arc cgd se raccorde avec 
le symdtrique de cehfd; en sorte que la projection horizon- 
tale complete parait compos6e de deux ellipses ^gales, qui 
se couperaient aux points c, d, projections des points oil 
le plan donn^ touche le tore. 

207. Rabaitemeni de la section. Pour ne pas jeler de 
confusion dans Vi^pure, faisons tourner le plan secant au- 
tour de la perpendiculaire au plan verlical de projection , 
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passant par le centre (o, o') de la surface; puis, quand It 
plan mobile sera devenu horizuntal, transportons la ligne 
de terre, parallMement kelle-mime, jusqu'en XY. La con- 
struction employ (ie dans le Problfeme X (78) donnera, 
pour le rabattement cherch^, le syst^me de deux courbes 
CEHFDGC , GG,DF,E, , plac^es sym^triquement par n^- 
port k XY, et qui se coupent sur cette droile. 

208. M. Yvon Villarceau a d6inonlr6 que ces deux courbes 
s(mt deux circonfirences igales A celle qui est dScrite par 
le centre (i, i') du cercle genSrateur, et dont les centres 
sont distants de Vaxe d'une quantity e'gale an rayon de ce 
tercle (*). 

209. Remarque. II r^sulte, de ce Th^orfeme, que U tore 
admet trois siries de sections planes, doublement circulaires. 

« 

(•) Pour verifier Telegnnl Thcorftme de M. Villarceau, faisons(^r— a, 
Te'wR, tp«-^; abaiBsonB M,U perpend iculaire a OB, el menona 0|M,. 

Nous aiirons d^abonj : OH— o'6'— a4-R, OG,— oV— a— R; d'ou, en 
prenanl le milieu 0| de G^H : 0|H— a, 00,— R. 

Le point (m, , m'), qui a M, pour rabattement, est siiue sur le paral- 

— t « a 

I6le piH)jete en q'q\ ; done OU — o',g' — o',m'. 

Le premier terme du second membre est ^gal a (o+^j*. D*uii autre 
c6l6 , les triangles o'o\m , Cc'o' donnent —V- — — •— — -7:^1 ou 



oC tc' oi 



o\m* »«-*• o'm^ 



a«-RV R» 
L'eqnation pr^c^denlc devient done 






De cette valeur, resulie 0,U— ^. Et comme M,U— o'm'— -V^E«— *•, 



le triangle rectangle 0,UM, donne 0,M, ^ ^4-p(R»— *•)—«•. 
lA diftUnce dM, est done constante, etc. 



En efTet, tout plan passant par Vaxe, ou tout plan perpen- 
diculaire d faxe, ou ciifin tout plan tangent passant par 
le centre y coupe le tore suivant deux cxr conferences. 

210. Seconde remarque. On pent ajouter que le tore 
admet trois series de sections sphiriques , doublement cir- 
culaires. 

En effet : 1° si Ton coupe la section m^ridienne du tore 
par une circonKrence ayant son centre sur Taxe, les points 
conimuns aux deux courbes decriront, lors de la rotation^ 
deux parallMes communes au tore et a la sphere engendr^e 
par cette circonference. 

?** Par le cercle g^ndrateur du tore on peut faire passer 
une infinite de spheres. Par le centre de Tune d'elles, me- 
nons un plan mdridien : il partagera le syst5me dcs deux 
corps en deux parlies sym^triques. Done la sph6rc coupera 
le tore, de nouveau, suivant un cercle ^gal au premier. 

3® De mSme, par le cercle EF, situ6 sur le tore, on 
peut faire passer une infinite de spheres. Par le centre de 
Tune d*elles, menons encore un plan m^ridien. II partag[era 
le syst^me des deux corps en deux parties sym^triques. 
DottCi etc. 
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CHAPITRE IX. 

lBier«ec(IOB de denx •nrffaces ceorbe*. 

211. Dans les chapitres V, VII et VIII de cet ouvrage, 
nous avons indiqu6 les methodes que Ton doit employer 
quand on veut construire la section plane d'une surface 
regime ou d'une surface de revolution. Si le lecteur a saisi 
I'esprit de ces methodes, il a dA reconnattre que, dans 
chaque cas, on coupe la surface et le plan donnas ^ par 
une s^rie de plans auxiliaires , tellement choisis, que cha- 
cun d'eux .determine sur la surface une ligne facile a con- 
struire : par exemple, une droite ou une circonference. La 
rencontre de cette ligne avec rinterseclion du plan donn6 
et du plan auxiliaire appartient k la courbe cherchde, dont 
on obtient ainsi un certain nombre de points. En unissant 
par un ou plusieurs traits continus les points ddtermin^s 
par tons les plans auxiliaires, on a enfin cette courbe, avec 
une approximation plus ou moins grande f). 

212. En r^sumant ce precede , on voit qu*il consiste 
viritablement k remplacer le problfeme propose par une 
serie de probl^mes du m£me genre, mais plus simples. Par 
exemple, pour obtenir I'intersection d'un hyperboloide de 
revolution et d'un plan , on construit les sections de cette 
surface par des plans parall^les a son axe, et Ton combine 
ces lignes avec les droites suivant lesquelles le plan donnd 
coupe le plan auxiliaire. 

(*) Dans ce paragraphe ei dans ceux quisuivcnl, le moiprojectum est 
soas-eateudu. 
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213. Quand on veut construire Tinterseclion L de deux 
surfaces courbes quelconques S et S% ou ne fait que g^n^- 
raliser la methode doni nous venous d*indiquer la parlie 
esseutielle. Ainsi, apres avoir examine s'il extste uue sdrie 
de surfaces z, z,, s,..., qui coupent S etS' suivaut des 
lignes faciles a determiner, on construit les intersections 
I, V de la surface auxiliaire 2 avec les surfaces donn^es; 
puis les intersections lu l\ de z, avec ces m£mes sur- 
faces , etc. Ces deux series de lignes etant obtenues , on 
cherche le point de rencontre m de I et de V (*); puis le 
point de rencontre nti de /] et de l\; et ainsi de suite. En- 
fin, on construit le lieu des points m, mi, f?i,... : ce lieu est 
la courbe cherch6e L. 

214. Les surfaces auxiliaires 2, z,, s,..., seront, presque 
toujours , des plans , sans quoi , la recherche des courbes 
/, /', /i, Ti..., pourrait 6tre aussi difBcile que celle de la 
courbe L; et Temploi de ces surfaces n'aurait pas simplifie 
le probl^me (**). En outre, sauf les cas, trfes-peu nombreux, 
dans lesquels les surfaces propos^es admettront des sec- 
tions rectilignes ou circulaires, cette diitermination des 
courbes /, /', /i, l\..., n^cessitera encore taut d* operations 
graphiques, que I'ou est en droit de regarder la solution g6^ 
n^rale duprobl^me dont nous nous occupous, sinon comme 
lUusoire, du moins comme fort pen satisfaisante (***). 

{*) Les coarbes {, T se couperont si ia surface auxUiaire z, k laqneUe 
elles ap;)arttennent, lombe eotre cprlaiiies limiles. — Voyez-, pour les 
surfuces-Umiles, les Problemes XVIII el suivanls. 

(**) Cependant, lorsque les surfaces S, S' soni dc revolulion, ct que 
Icursaxes se conpcni, on adopte des spheres pour surfaces auxUiaires. 
Voyez le Probldme XX. 

(***} Si Ton savait tonjonrs ^liminer unc inconnue enlre deux equa- 
tions, la solution algebrique du probl^me remporierali, de beauconp, 
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215. Avant d'nppliquer ces considerations k quelques 
exemples trfes-simples, nous ferons observer que la tangmte 
T en un point quelconque M de la courbe L d' intersection 
de devx surfaces S, S', est, en gin&aU I intersection de$ 
plans P, P', respectivenient tangents aux deux surfaces^ 
en ce point M. 

En elfet, d'apr^s la propriety caract^ristique du plan 
tangent (27), la droite T, tangenie en M h la courbe L 
trac^e sur la surface S, est silu^e dans le plan P. De m^me, 
elle est dans le plan P'; done, etc. 
. 216. Quelquefois, la construction de la tangerite peut 
ttre simpliG^e au moyen de la proposition suivante : 

La tangenie T, en un point quelconque M de la courhe L 
d'intersection de deux sur faces S, S', est perpendiculaire au 
plan des normales N, N' menses, par ce point, ii ces sur- 
faces. 

Pour d^montrer cette proposition, il suffit d* observer 
que la normale N ^tant, par .definition, perpendiculaire aa 
plan tangent P, elle sera perpendiculaire k la tangente T. 
De mCine pour la normale N'. Or, une droite est dite per- 
pendiculaire h un plan, lorsqu'elle est perpendiculaire h 
deux droites menses, parson pied, dans ce plan; etc. 

217. Remarque. Le plan des deux normales N, N' est 
dit normal h la courbe L. 



sur la solution geom^lrique. En effet^les projections de la courbe cher- 
chee seraient representees par les equalions obicnues en dliminanl i, 
puis pp, entre les equalions des deux surfaces donn^es. 



i 
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Inlerseelion de deax cylindres. 

218. Reeherche Sun point quelconque, Apris aToir eenv 
Btniit les contours appareiits des deux cylindres, que nous 
Bupposons, pour plus de r^gularit^ dans l*^pur«, iimit^s k 

deux plans horizontaux xy, x^y\ d^terminons les surfaces Fig. 57. 
auxiliaires qui donneront lieu aux intersections les plus 
sin)ples. Ges surfaces seront des plans parall^lcs, k la fois, 
aux generatrices des deux cyliudres. II estclair^ en outre, 
que ces plans seront parallMes entre eux. 

Pour determiner leur direction commune, menons, par 
an point arbitraire (i, t'), une parall61e (ik, i'k') aux gene- 
ratrices du cylindre C, etune parallMe (il, VV) aux genera- 
trices du cylindre C. La trace horizontale du plan de ces 
deux lignes sera la droite Iky h la({uelle les traces horizon- 
tales de tons les plans auxiliaires devront £ire parallMes. 
Si done nous menons une secante pq^ parallMe a Ik, cette 
Areite pq sera la trace horizontale d'un plan qui coupera les 
deux cylindres suivant des generatrices (pm, p'^')? (9^^ 
q'm') ayant les points p, q pour traces horizontales ; et Ic 
point (m, mO» oil ces lignes se rencontreut, appartiendra 
a la courbe cherchee. En repetant la mfime construction, 
on obtiendrait de nouveaux points, aussi nombreux que 
Ton voudrait; mais, pour avoir une idee nette dela nature 
de Tintersection, il vaut mieux constniire d'abord les points 
situes sur les plans-limiles, et ensuite les points apparte- 
nant aux contours apparents. 

219. Points situes sur les plans-limites. Menons, paral- 
IMement k kl, une droite a^y qui, tangenie a I'une des bases 
donnees , soit secante k Tautre : cette droite sera U Uslc^ 



i 
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horizontale d'un plan-limite, c'est-a-dire d'un plan an delSi 
duquel il D*y aura aucun point appartenant k riutersection 
des deux cylindres. De mdme, dsn est la trace d'un autre 
plan-limite (*). Chacun de ces plans est tangent h Tun des 
cylindres et secant k Tautre. De plus » tandis qu'un plan 
auxiliaire quelconque, le plan pq, par exemple, fournit 
quatre points de Tintersection, chacun des plans-limites en 
donne seulement deux. G'est ce que Ton reconuait k Tin- 
spection de Tdpure. 

220. On peut ajouter que, en chacun des points situSs 
sur un plan-limite, la tangenie i rintersection est la gini* 
ratrice commune i ce plan et an cylindre quil coupe. 

En effet, la tangente au point (fc, k') est Tintersection 
du plan aj3y, avec le plan tangent au cylindre G, suivant la 
gen^ratrice [yk^ y'k') , laquelle est situ^e dans le premier 
p'an; done la tangente ne diff^rc pas de cette g^n^rairice. 

221. Remarque. S*il arrivait que le plan-limite TAt tan- 
gent aux deux cylindres, la oi^lhode g^n^rale serait en di5- 
faut, et, pour ddlerminer la tangente au point (k^ k')f il 
faudrait recourir h d'autres theories, que nous ne pouvous 
indiquer ici. 

222. Distinction entre rarrachement et la p^nSlration, 
Dans notre ^pure, le plan a^ est tangent au cylindre G% 
et le plan dz-n est tangent au cylindre G. II rdsulte, de cette 
disposition , que chacune des deux surfaces est renconlr^e 
par une partie seulement des generatrices appartenant a 

{*) Si les bases dos cylindres elaient des courbes non convexes, on 
pourraii trouver ptusieurs plans- liiiiiies P, P', P', P"..., partageaat 
Tespace en regions lelles que, de deux regions consecutives, Tune con- 
tienJrait des points com muns aux deux cylindres, et i*auire n*en ren- 
fermcrait pas. Au resle, les plans'limites sont des cas particuliers des 
iurfaces4imtes dont il a 6te question ci-dessus. 
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Tautre, et vice ver$d. Dans ce cas , f intersection est cam- 
posSe d'une seule branehCf et l*on dil quUl y a arraehement 
des deux cylindres. 

Si les plans-limites sont tangents k un m6me cylindre, 
comme Tindique la figure 58, il y a p^nilraiion : le cy- 
lindre C traverse le cylindre G, de part en part; et, par 
consequent, V intersection se compose de deux branches si- 
paries^ dont I'une est ia courbe SenXrie^ et Tautre la courbe 
de sortie. 

223. Points sitnis sur les contours apparents. II est 
avantageux de faire passer des plans auxiiiaires , par les 
generatrices qui d^terminent les contours apparenls ; parce 
que ces plans donnent des points pour lesquels les tan- 
gentes sont imm6diatementconnues.Consid6rons, par exem- 
ple, le plan /k, men6 par la g6n6ratrice-liinite (/fi, f'fi), et Fw. 57, 
soient (r, r'), {s, s') les deux points ou cette g^neratrice 
perce le cylindre C. Le plan tangent en (r, r% au cylindre 
G, est vertical ; done la tangente k Tintersectiou, en ce point 
(r, r'), est projet^e suivant /f,. 

Semblablement, les tangentes aux points situ^s sur les 
generatrices qui ont b, d pour traces, sont projetees bori- 
zonta'enQent suivant b6,, dd^. 

La meme demonstration s'applique aux points situes sur 
les generatrices dont les traces sont a, c, e, g : les projec- 
tions veriicales des tangentes en ces points sont confon- 
dues avec les projections des generatrices. 

En general, la iangente i tintersection de deux surfaces ^ 
en un point situi sur le contour apparent de Fune d*elles, 
se projette, sur le plan auquel ce contour apparent est re-- 
latiff suivant la tangente i la projection de ce mime con- 
tour. 
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224. Gmatruetim d$ la tangente. La coustrucuou 4l 
la langeiitc {mt, m't') en un point quelcoiique (m, m') di 
rintcrsection des deux cylindres, n'ofTre aucune difficulU^ 
puisque ceUe droite est riutersectiou des plans dont les 
traces horizontales sont les tangentes tp^ tq aux bases d%% 
deux cylindres. 

225. Si Ton voulait determiner les points pour lesqiiell 
la tangente est horizontale, c'est-^-dire le point le plus haut 
el le point le plus has (*) de la courbe d*iiitersection , oti 
reniarquerait que, pour chacun d'eux, les plans tangents 
aux deux cylindres out leurs traces horizontales parallMeb 
k la tangente » et, par consequent, parallMes entre elles. 
On devra done, par tdtonnement, construlre un plan auxi- 
liaire tel, que les tangentes aux extr^mites X, y de sa trade 
horizontale, soient parallMes entre elles. 

226. Nous n'avons pas encore indiqu^ comment on doit 
s'y prendre pour reunir, par un trait conlinu, les pointi 
obtenus tsol^ment, et qui appartiennent, par exemple, a h 
projection horizontale de Tintersection. La cousideratioil 
suivante fournit un procdd6 assez commode. 

Fig. 59. Soient ABCD... la courbe d'intersection de deux cylin- 
dres dont les bases sont abcdef et a|5y(j£. Soient ax, 
j3&, cd les traces horizontales des plans auxiliaires, et Aa, 
Aa, Bft, Bj3..., les generatrices qu'elles determineut. 

Nous pouvons regarder Tare ahcde comme une projec- 



(*) Ed g^n^Tal, si la iangmle <m un point M iTuw courbe G est jKirsi- 
tfie A un plan P, la distance du point Md ce plan est un maximum ou un 
minimum. On peul demoDlrer ceiie proposiiion par le moyen employe 
dans le u? lb. Cependant, ^i le poiul H est un point singulier, ia pro- 
priele peut ne plus subsister. 
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tion de ABC..., faite parallMement k Aa. De nifime, Tare 
y,Sa£ d sera une seconde projeciion de cette ligne. 

Cela posd, admettons qiruii mobile M decrive la courbe 
ABC..., tandis que ses projectious m, p se nieuveut sur 
les bases des deux cjiindres. Si, pour fixer les iddes, on 
suppose que M, parti du point A, marche dans le sens in- 
diqud par les filches F, il est clair que la projeciion m d6- 
crira d'abord Tare abc, et que la projeciion fx diicrira Tare 
a,6y. Quand le mobile M sera arriv6 en C, le mobile m 
continucra a se mouvoir dans le mfime sens que precddein- 
ment, let il decrira Tare cde; mais le mobile [i rebroussera 
chemin, et il parcourra Tare yfix, dans un sens conlraire 
au sens primilif. La m£me discussion pourrait Aire conti- 
DU(5e : elle est suffisamment indiqude par les flfeches f, fy 
9 ct (f\ 

Supposons h present queABCD..., au lieu d'fitre Tiu- 
tersection des deux cylindres, soil seulement la projection 
horizonlale de cette ligne, projection dont on a obtenu des 
points, en comhinant les projections horizontales aA, 6B... 
des g 'ndralrices du premier cylindre, avec les projections 
aA, /3B... des generatrices du second. Quand les mobiles 
m, ^ d6crivent les arcs flfr, a^S, le mobile M doit se trans- 
porter de A en B; done ces deux points doivent &Ue rduuis 
par un arc continu; etc. - 

227. D'apres'Ies conventions adopliies, nous avons, 
dans notre epure, tracd en p^ein les projections des parties 
visibles, et en points romls les projections des parties invi- 
sibles. Relativement h la courbe d'intersection, il importc 
d'observer qu'un point quelconque de cette ligne itant tou- 
jours Tintersection de deux generatrices, il ue sera visibly 
que s'il est situe sur deux generatrices visibles. 



i 



lis TKAITlt fiLtaUnTAUU 

FROBX.]6Mfi XIZ. 

Inlerseclion de deax edoes. 

228. Les surfaces auxiliaires qui d^termineront, de la 
mani6re la plus simple, rintersection NDMCP de deux 

FiQ. 60. cdnes G, C donnas, sont, ^videmmeut, des plans passant 
paries sommelsS, T. Leurs traces horizontales convergent 
toutes par la trace horizontale R de cette droite. Sauf cette 
lifhve modification, la construction de T^pure est iden- 
tique k celle de T^pure pr^c^deiite. Nous ne devrions done 
entrer dans aucune explication sur le problfeme actuel, s*il 
ne donnaitlieu a une recherche iut^ressante, celle des brarir 
ches infinies. 

229. Le raisonnement dont nous avons fait usage k pro- 
pos de la section hyperbolique du c6ne, d^moutre que rin- 
tersection de deiLX surfaces coniques C^ C a des branches 
infinies^ s'il existe, sur ces surfaces^ deux ginSratrices (sa^ 
s'a'), {iuj I'a') paralleles enire elks. 

En efTet, remplagons le plan P de ces generatrices parat 
IMes, par uu autre plan auxiliaire P' faisant un tr^s-petit 
angle avec le premier : il d^terminera, dans les deux cdnes, 
deux droites dont riuclinaison mutuelle pourra 6lre rendue 
aussi petite que nous voudrons. Leur point de rencontre 
pourra done s'^ioigner des sommets S, T, au dela de toute 
limile. C'est ce qu'il fallait d^montrer (*). 

(*) Si Ton appliquaii ce mode de demotislralion au casde deux cdnes 
ou de deux cylindresdonl les bases seraienl indelinies,!! pourraitcon- 
dulre ^ des conclusions fan^ses. Ainsi, avec une ni6me direcirice para- 
bolhiac, on pent conslruire deux cylinJres : leur intersection sera 
ind^Gnte; el cependant les generatrices de Tun ne seront pas paraUMes 
aux generatrices de l*aatre;eic. 
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230. Afin de reconnaitre si les.deux cdnes G, C admet- 
tent des generatrices parallMes, transportons I'uii deux, pa- 
rallelement i lui-meme, jusqu'k ce que son sommet S vienne 
coincider avec I'aulre sommet T ; c'est-i-dire, prenons ce 
dernier point pour sommet d*un cdne c dont les generatrices 
soient parall^les a celles du c6ne C. Si les cdnes donnas 
admettent deux generatrices parall^les {sa, s'a^)^ (tx^ Va')t 
cette derni^re droite sera commune au cdne fixe C et au 
cdne auxiliaire c; en sorte que les traces de ces derniferes 
surfaces se couperont en un point a. Toute la question se 
reduit done k la construction de la courbe as X , trace ho- 
rizontale du c6ne c. 

231 . II est jtrfes-facile de reconnaitre que cette courbe 
est semblable k la trace du cdne C, et que le centre de st- 
miUtude des deux lignes est le point r, trace horizontale de 
la droite meuee par les sommets S, T. En efiet, soient sf^ 
t<f les projections horizontales de deux generatrices paral- 
IMes , respectivement situees sur les c6nes G , c. Le plan 
de ces deux generatrices passe en (r, r') ; done les deux 
traces horizontales f^ f , et le point r, sont sur une mime 
droite; etc. 

La trace acX du c6ne auxiliaire etant semblable k celle 
du c6ne G, on pourra, k I'aide du centre de similitude r, 
et sans employer les projections verticales , construire par 
points cette courbe at If et determiner ses intersections 
ay X avec la trace du cOne G'. On obtient ainsi, dans 
Fexemple propose, deux couples de generatrices parallMes ; 
savoir, (sa, s^a*) et {ia, t'a'); puis [Is, Is') et (tl, t'l'). 
L*intersection des nappes inferieures des deux cdnes est 
done une courbe projetee horizontalement suivant pandn, et 
f r. 8 



qui s'^tend ind^flDiment dans deux sens, de c vers p, et de 
d vers n (*). 

232. Construction des asymptotes. En remontant k la 
definition de ces droites (118), et k la construction g^n^- 
rale de la tangente en un point de I'intersection de deux 
surfaces , on conclut imm^diatement que Tasymptote de 
Tare ind^fini mcp... sera Tintersection du plan tangent au 
cftueC, suivantla g6n6rairice (fe, Vs'), avec le plan tangent 
au'cdne C, le long de la g6n6ratrice (tl, VX'). 

Ces deux plans tangents out pour traces horizontales les 
tangentes lu, Xuaux bases des deux cAnes; d'ailleurs, les 
generatrices de contact sont parallMes entre elles : la pro- 
jection horizoutale de I'asymptote, ou F asymptote d la pro- 
jection horizontale de I intersection, sera done la droitc uv, 
paraliMe k Is et tl. 

On construirait, de la mime mani^re« Tasymptote k Tare 
indefini mdn. 

233. Remarque. Si les tangentes lu, Xu etaient parall&Ies^ 
Tasymptote uv serait transportie i Vinfini; c'est-k-dire 
qu'elle n'existerait plus. 
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bUneetion de den turheei de revolution, dont les ates le reneoatreBt. 

234. Prenons le plan horizontal de projection, perpen- 
diculaire k Tun des axes , et le plan vertical, passant par 

(*) St les deux c6iics ^laient prolonges au del^ de Icurs sommels. 
Us se couperalent suivani une nouvelle branche iiiQnle. Pour ne pas 
compllquer inulilement Tepnre, nous avons supprlm^ cctle seconds 
pariie de rinlcrseclion. Nous avons eu ni6mc temps essays de represen- 
ter, en projectioa verlicale, les deux nappes inferieures, ea les sappo- 
saot loterrompaes k partlr de leur interseclloo. 



ets d#ux droites. Les surfaces de r^olution seront di!** 
urmio^es, si Ton donne leurs axes (o, 0'%'), {xy, e'g') et Fig. 61. 
laars sections m^ridiennes a'h'c'd\ e'f'gV. Nous pour^ 
rotis coostruire, comtne d'habitude, le cercle dnb, pro* 
jectioQ da contour apparent de la surface dout Taxe est 
vertical. Quant k la seconde surface , la determination de 
son contour apparent , relatif au plan horizontal, exigerait 
Femploi de m^lhodes que nous ne pouvons iudiquer lei (*) ; 
nous la regarderons done comme suffisamment connue par 
•a section m^ridienhe et son axe. D'ailleurs, ces deux 616" 
ments sent les seuls dont nous aurons besoin. 

235. Les surfaces anxiliaires (214) par lesquelles il con- 
yieut de couper les surfaces donn^es, sent des spheres 
ayaut pour centre commun le point (0, o') oh se coupent les 
deux axes (**). Uemploi de ces spheres est justifi^ par les 
deux propri6t6s suivantes^ qu'il sufflt d'6noncer : 1^ quand 
deux surfaces de rdvolutian ont mime axe, elles se cou- 
pent suivant un parallile commun; 2^ la sphire est une 
surface de r^olutlon qui a pour axe toute droite passant 
par son centre. 

236. Soit done kyVq^ la section m^ridienne d'une 
sphere quelconque, ayantpour centre le point (0, o')* Le 
parallMe commun a cette surface auxiliaire et k la premiere 
des surfaces donn^es est eogendr^ par le point (fc, k'), ou 



I (*) Si la section m^ridienne eTst^^* ^st* comme dans noire 6pure, une 

Ugne da ^cond degre, la projeclion du contour apparent est une ligne 
do second degr^, parce que la courbe de contact d*un cylindre et d*UM 
iltr/hce de seccmd ordri est plane. 

(**) Dans le cas tres-particulier ou les deux axes seraient paranoics, 
<m couperalt les deux surfaces par des plans horizontaux, c*est-i-dir« 
p^rpendieuiaifM k ees axes. 
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se coupent les sections m^ridiennes ; de plus , il est situ^ 
dans un plan perpendiculaire k Taxe commun (o, 0'%^) ; 
done ce parallMe est projet^ tout entier suivant la corde 
commune k'l\ De m£me, le parallMe commun a la sphere 
auxiliaire et k la seconde surface de revolution, est projet^ 
verticalement suivant la corde pq\ commune aux deux 
sections m^ridienues. Si done les deux cordes fc7^ p'q' 
se coupent en un point m^ les deux circonfiirences dont 
ces cordes sout les diam^tres se rencontrent, dans Tes- 
pace, en deux points sym^triquement places k regard ^u 
plan vertical, et qui auront m' pour projection verticale 
commune. Ces deux points appartiendront k Tiutersection 
cherch^e. 

En r^p^tant la construction, on obtient, pour projection 
verticale de eette intersection, la courbe Vm'n'h\ laquelle, 
^videmment, doit passer par les points i^ h' communs aux 
sections m^ridiennes donn6es. 

237. La projection horizontale imnh se construit sans 
difficult^. En effet, le point (m, m% par exemple, appar- 
tient au parall^le projeti verticalement suivant k'l'.Ce pa- 
rall^le, ^tant horizontal, se projette en vraie grandeur sui- 
vant la circonfi^rence kml; etc. 

238. Remarque, Si les surfaces donnies sont du second 
ordre, la projection verticale de leur intersection appartient 
a une ligne du second degri f). 



(*) En effet, le plan vertical de projection est an plan principal par 
rapport k chacune des deux surfaces. Or, VintersecUon de deux surfaces 
du second ordre qui orU un plan principal commun , se prqjeUe^ sur ce 
plan^ suivant une ligne du second ordre; done, etc. 

Le cas oil les deux sections meridiennes du second degr6 auraient 
un foyer commun ^ nitrite d*6tre remarque : la prcjjection verticale de 
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259. D'apr^s ce qui pr^c^de , si deux cordes , determi* 
D^es par une circonf^rence auxiliaire , concourent en un 
point exterieur k la circonfi6rence, ce point n'appartiendra 
pas a la projection verticale de {'intersection des deux sur- 
faces. Neanmoins, il sera situS iur la ligne doni cette pro- 
jection est un arc (*). 



Vmter section se rddttii alors d une Ugne droite , ou au systSme de deux 
droites. 

Pour demontrer ceue propriete, rapporions les m^ridiennes k des 
axes recta Dgulai res passant par le foyer commuo; nous pourrons re- 
presenter ces deux courbes par 

a;i-hy* — (my-i-na;+p)*, (1) 

a;t 4- y« — {m'y-h n'oj-hp')*. (8) 

LVquation de la circonference variable sera 

aj«4-y« — pi. (3) 

Retranchons membre a meinbre les Equations (1) et (3) : la forroule 

(my -h no? -t-p)' — p* (i) 

reprcsenlera deux cordes telles qu(i k'V, communes h la courbe (1) ct a 
la circonference. Dj mftme, la corde pY est donnee par Pequation 

(m'y-t-n'aj-hpT-P*. (5) 

Actuellement, eliminons p enlre les relations (i) et (5], afln d*obtcnlr 
r^ualion du lieu des points m'; nous trouverons 

(my-HtwcH-p)'— (m'y-H»'a:-i-p')«, (6) 
equation qui reproscnle deux droiles. 

(*) Si Ton chercliait Pequation du lieu des points dont il s*agit, on 
trouverait qu^elle ne differo pas de celle qui represente la projection 
▼erlicale de l*interseclion. Cette projection fait done parlic du premier 
lieu. 

II y a plus : ce ni6me lieu peut se terminer brusquement, parce que 
les circonfdrcnces auxilialres devienncnt trop petitus ou trop grandes. 
Dans ce cas, la courbe obtenue en construisant les points ddtermin^ 
par les circonfercnces, courbe donl une partie constilue la projection 
verticale tn'h\ n*esi elle-m^me qu'una partie du lieu represente par 
Pequation. C*est la un des nombreux exemplcs dans lesquels Pemplol 
de PAIgebre conduit ii un rcsultat plus general que ne parais.<(aient le 
comporter les donnccs du probl^me. 
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240. Cotistruction de la tangente. On pounrait, pour 
determiner la tangente en un point quelconque (m» m') de 
la courbe d'intersection, construire les plans tangents, en 
ce point, aux deux surfaces. Mais il sera plus simple de re- 
courir k la miihode du plan normal (216). En efTet, la trace 
verticale de la normale en (m, m'), pour la premiere sur-* 
face, est le point (o, r') (65). Semblablement, la normale 
k la seconde surface rencontre le plan vertical en un point 
projet^ en s'. La trace verticale du plan des deux normales 
est done r's'. Par suite, la droite m't\ men6e perpendi- 
culairement a cette trace, est la projection verticale de la 
tangente demandee. 

On obtient sa projection horizontale en cherchant d'abord, 
k Taide de la normale (mo, mV), la trace horizontale (xj3 
du plan normal, et en abaissant ensuite nne perpendiculaire 
mt sur cette trace. 



DB QtOHtran dbscbiptiyb. 119 



APPENDICE. 

fl«r lea ehaHf^emenls de plan* de proJeeClsn. 

Si le lecteur a 6tudi^ avec attention les mdthodes ex- 
poshes dans cet ouvrage, il a dA reconnaitre que, dans 
certains cas, les procidis giniraux de la G^om^trie des« 
criptive devenant pen praticables, il devient avantageux de 
recourir a des fvocidds particnUers. Ainsi, les projectwrn 
definitives d'une figure, qui n^cessitent presque toujours 
la constructiou d*un grand nombre de ligues, s'obtiennent 
quelquefois tr^s-rapidement a I'aide de projections auxi" 
licdres resultant, soit de simples rabattemetits , soil de ro- 
tations efTectu^es autour d'axes conveuablement choisis (*). 
Aiusi encore, la recherche des points oil une surface est 
reucontr^e par une droite peut £lre simplifi^e, si Ton prend 
la droite pour g6n^ratrice d'une surface auxiliaire dont Tin- 
tersection, avec la surface donn^e, renferme les points 
cherch^s, etc. 

Nous citerons , comme exemples de cette substitution 
de proc^d6s particuliers aux m^lhodes fondamcntales, le 
Problfeme LXVI de la Premiere Partie, T^pure de la section 
droite d^un cylindre oblique ^ la determination des sommets 
de la section plane d*un hyperboldide (200) , et enfin tons 
les problfemes relatifs aux surfaces de revolution. 

Dans ces derni^res ann^es, on a pr^conis^, outre mesure, 
Temploi des projections auxiliaires. On a cru qu'il fallait, 



(*) EenMrqnoDs. en passant, que les rdkaU$menk sonl d« v^riUMes 
roUUians. 
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k tout propos, et dans tous les problfemes de G^ometrie des- 
criptive, recourir k leur emploi. II y a plus : oubliant que 
tous ceux qui ont 6crit sur cette partie de la science ont 
indiqu6 les peiits proced^ graphiques dont nous parlous; 
oubliant que tous tes Trait^s de St^r^otomie f ) en font 
mention, on s'est imaging que Tensemble de ces proc^d^s 
constituait une veritable d^couverte. A une chose nouvelle 
il fallait un nom nouveau : on inventa celui de Miihode du 
changement des plans de projection ! Les choses en sont ve- 
nues k ce point que, dans le Programme pour I'admission 
a rficole Polytechnique, public en 1850, on lisait, a propos 
des questions relatives k la ligne droite et au plan : on fera 
usage , pour la resolution de ces problimes , d^ la mithode 
du changement des plans de projection (**). Depuis, la Com- 
mission charg^e de la redaction du programme , probable- 
ment effray^e par Taccusation de monopole lanc^e contre 
Tun de sesmembres (***), est revenue sur sa premifere de- 
cision : aujourd*hui, elle se conleute d'exiger Texplication 
de la mithode en question. 
Gomme nous voulons, avant tout, £tre utile aux jeunes 

(*) L'ouvrage inlilule : La th^orie et la pratique de la Coupe des Pierres, 
par Frezier (1769), conlient uue foule d*epures daDs lesquelles Tauteur 
emploie des raballemcnls , des plans de pro61, etc., cVst-a-dire de 
veritables cbangcmenls de projection. Parrai les anciennes <^pures de 
r^cole Poly technique, il en est une, ceUe de la descente biaisey qui 
monlre une heureuse application des projections obliques^ faites sur un 
plan auxiliaire. II serait facile de muUipIier ces citations. 

(**) Comment r^soudrait-on, a Taide de ia mSthode, le premier de ces 
probl6mes : Par un point donwi dans Vespace, mener une droite paroZ- 
Ule d une droite donnee? Quelle que soit la nouvelie solution, il est Evi- 
dent que la solution vulgaire doit ^tre preferee. 

(***) M. Th. Olivier, regarde comme fauteur de la Mithode, fiiisait 
partie de la Commission. 
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gens qui se destiiient a TEcole Polytechnique, nous allons 
d^velopper la solution du problfeme g^n^ral que Ton pent 
se proposer sur le changement des plaus de projection. Le 
lecteur pourra ensuite s'exercer sur les cas particuliers : 
ils comportent de nombreuses simplifications (*). 

Gonnaissant les projections d*un point , Irouver ses projeetions sor on plan 
donne P et sor on plan F, perpendicolaire a P, et dont 1' intersection 
ayec eeloi-ci est donnee. 

Pour ^viter des circoulocutions, nous dirons que les plans 
P et P' sont. Tun, le nouveau plan horizontal, et Tautre, Fw* 62. 
le nouveau plan vertical : dans la r6alit6, ces deux plans 
peuvent avoir, par rapport k Thorizontal , des inclinaisons 
quelconques. 

Cela fosi, soient m,m' les projections du point donn^, 
a/3y le plan P, ab la projection borizontale de la nouvelle 
Ugne de terre. Si, du point (m, m'), nous abaissons une 
perpendiculaire sur le plan P, le pied de cette droite sera 
la nouvelle projection borizontale cbercb^e ; et la longueur 

(*) Quand une 6gure est rapporlee ^ deux plans de projection , on 
doit, autant que possible, k Taide des seules donn^es de la question, 
r^oudrc le probteme dont cette ilgure est Tobjet. Ce serait presque 
toujours perdre ioulilement le temps, que de vouloir la rapporier h de 
noaveaux plans, sur lesquels ses projections soient simples. Que dirail- 
on d*un ^16ve qui, ayant k dlscutcr une Equation num^rique du second 
degre, a Irois variables, comracncerait par chercher les plans principaux 
de la surface represenloe par cette equation, et eifeciuerail ensuite la 
transformaiion dc coordonuees? Cest pourtant k cela i\ue revicnt la 
m^thode du changement des plans de projection t Qu'on nous perroelte de 
le rappeler : en Uathematiques, comme en beaucoup d'autres choses, 

Le cbemin le plus court est lofuoor^ 1« meilleor. 
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de cettQ mitne droite sera ^gale k la hauteur de la nouvelle 
projection verticale, par rapport k la nouvelle ligne de terre. 
Pour obtenir en m^we temps ceg deux ^l^inents, faisons 
passer^ par le point (m, m'), un plan d^i;, perpendiculaire 
k la trace a^ du plan P, et rabattons*le sur le plan hori- 
zontal. Le rabattement du point donne sera Texlremite m, 
de la droite ntmi ^gale k em\ et perpendiculaire a ds : 
le rabattement de la perpendiculaire abaissee sur le plan 
P sera la droite mipi , perpendiculaire elle-ni6me a I'inter- 
section $Zi du plan auxiliaire avec le plan P; etc. Si nous 
faisons a present tourner le plan P autour de «j3, jus- 
qu'k ce qu'il se rabatte sur le plan horizontal primitif ; si 
nous construisons le rabattement aXY de la nouvelle ligne 
de terre, et celuiP du point rabattu d'ahord en p, ; enfin, 
si, aprfes avoir abaiss6 Pp^P' perpendiculaire a XY, nous 
prenonspiP' 6gale a pitni ; nous pourrons regarder P comma 
la nouvelle projection horizontale du point (m, m% et P' 
comme sa nouvelle projection verticale. 
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12. Intersection de trois cylindres de revolution , 6gaux 
entre eux, et dont les axes soient des droites don- 
n6es, se coupant en un mime point. 

15. Une sphere, de rayon donui, touche, en un point 
donn^, un plan donn6 P. A cette sphere, on circon- 
scrit un c6ue dont le sommet est donn6 , et qui est 
termini aa plan P. On demande de construire les 
projections de ce cdne, les projections de sa base, 
et les projections du cercle suivant lequel il touche 
la sphere (*). 

14. On donne une hilice, tracie sur un cylindre de revo- 

lution vertical, et Ton demande de construire les 
projections de cette courbe sur deux plans perpen- 
diculaires entre eux , et perpendiculaires au plan 
vertical. 

15. Construire la courbe d'intersection d'une sphere avec 

un cylindre ayant pour base le grand cercle horizon- 
tal de la sphere, et dont les giniratrices sout paral- 
liles k une droite donnie. 

16. A une sphere donnie , circonscrire un cylindre dont 

les giniratrices aient une direction donnie, et trou- 
ver I'intersection de ce cylindre avec un cdne ou avec 
un cylindre donni. 

17. Construire la courbe de contact d'un tore dont Taxe 

est vertical, avec un cylindre circonscrit a cette sur- 
face , et dont les giuiratrices sont paralliles k une 
droite donnie. On construira aussi la trace horizon- 
tale de ce cylindre.' 

18. On suppose que des anneaux, k section rectangulaire, 

(*) Cette question et les six suivantes appartieanent k la TMorie d9s 
ombres. 
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et tous £g[)ux entre eux , soient assembles de ma- 
niire h former une chatne pesaote , librement sus- 
pendue par une de ses extr^mit^s. Dans cet ^tat, 
deux anneaux cons^cutifs se rencontreront en quaire 
points appartenant k quatre ar£tes int^rieures. De 
plus , les axes de tous les anneaux seront horizon- 
taux, et deux axes successifs seront perpendiculaires 
entre eux. On demande de projeter la chaine sur un 
plan donn^. 

19. Un tore dont les dimensions sont denudes, et dont 

Taxe passe par un point donn6, repose sur un plan 
donn^. On demande : 1^ de construire les deux pro- 
jections de cette surface; 2^ d*obtenir les projections 
de la courbe suivant laquelle ce tore est touch^ par 
un cdne circonscrit, dont le sommet est donn^. 

20. Le centre d'une sphere, de rayon donn^, parcourt une 

hdice donn6e, trac^e sur un cylindre de revolution, 
dont Taxe est vertical. Dans son mouvement, la sphere 
est envelopp^e par une surface-canalf dont on de- 
mande les deux projections. 

21. Construire Tintersection d'uu plan vertical quelcon- 

que , avec la surface-canal d^finie dans la question 
pr^c^dente. 
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